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第一章正常费米液体 

§1. 费米型量子液体中的元激发 

当温度低到使液体中原子热运动的德布罗意波长达到与原子 
距离可比拟时，液体的宏观性质就由量子效应决定.这类量子液 
体的理论具有重大的原则性意义，虽然自然界中只有两种这样的 
客体，但它们才真正堪称为液体;这就是在温度〜1 一 2 K 时液体氦 
的两种同位素 （ He 3 和 He 4 ). —切其它物质，当量子效应在其中 
成为重要效应之前，就早已凝成固体了.在这方面我们记得,根据 
经典力学理论，一切物体在绝对零度时都应当成为固体（见第五 
卷§ 64); 而氦，由于它的原子间相互作用极其微弱，直到量子现象 
起作用的温度时仍保持为液态，并且在这温度以下也不再凝固. 

计算宏观物体的各个热力学量，需要知道物体的 能谱. 当然， 
量子液体是粒子间相互作用很强的一种体系，所指的能级应该相 
应于整个液体的量子力学定态，而绝非那些单个原子的状态.在 
足够低的温度范围内计算统计和时，只应考虑液体的弱激发能 
级——离基态不太高的能级. 

下述情况，对于全部理论具有原则性的意义.宏观物体的任 
一弱激发态，在量子力学中可以看做是单个元激发的集合.这些 
元激发的行为，类似于在物体所占体积中运动并具有确定的能量 
e 和动量 1> 的一些准 粒子. KP ) 关系的形式（或所谓元激发的色 
散律） 是物体能谱的重要特征.我们再一次强调指出，元激发的概 
念是来自对物体中原子集体运动的量子力学描述方法，而绝不能 
把 准粒子与单个原子或分子完全等同起来. 

£1:子液体原则上可以具有不同类型的能谱.根据能谱的不 



同类型，液体将具有完全不同的宏观性质.我们首先研究具有称 

之为费米型能谱的液体.这种费米液体的理论是由•几朗道 
(195 6 —1958) 创建的.在§ § 1 一 4①中叙述的就是他的成果. 

费米型量子液体能谱的结构，在某种意义上类似于理想费米 
气体（由自旋为1/2的粒子组成)的能谱.后者的基态，相当于费 
米球内的全部状态都被粒子填满的情形，费米球是动量空间中半 
径为 仏的球 ，而 h 与气体密度(单位体积内的粒子数）的关 
系由如下公式 决定： 

及― 。 ^Vl _ Pi /I t\ 

V ^3(2^ 3 ) -3 以 8 1 ； 

(见 V § 57). 当有粒子从已填满的球内的一些态跃迁到的 
某些态时,就出现了气体的激发态. 

当然，液体中不存在单粒子的量子态.但是，作为费米液体能 
谱结构的出发点，在于如下的 论断： 当逐渐“增大”原子间的相互作 
用，即由气体变成液体时，能级的分类保持不变.在这种分类中, 

气体粒子所起的作用转变为元激发(准粒子)，其数目等于原子的 
数目，并遵守费米统计. 

还应立即指出，显然只有由自旋为半整数的粒子所组成的液 
体才可能有这一类型的能谱，而坡色子（自旋为整数的粒子）系统 
的状态不能用遵从费米统计法的准粒子术语来描述，同时应当强 
调，这种类型的能谱不可能成为所有这些液体的普适性质.能谱 
的类型_侬赖于原子间相互作用的具体性质.这种情况，用简单 
的论证¥可 明了： 如果相互作用的结果使原子结合成对,那么在极 
限的情况下，我们就会得到由自旋为整数的粒子(分子）所组成的 
分子液体.对于后者,显然不可能有上面所讨论的能谱. 


①为了避免发生误解，我们提前说明所讲的是非超流的(或所谓正 常的） 费米液 
体.液态氦同位素 HU 就是这样的液体（附加条件，见277页的附注). 



每一个准粒子都有确定的动量 1) (我们还将回来讨论这种说 
法何以正确的问题).设 n ( P ) 是准粒子按动量的分布函数，其归 
一化条件为 



d 9 p 

(2 jt 尨） 3 


(这个条件以后还将详细说明）.上面提到的分类原则，在于假设 


给出这个分布函数便单值地确定了液体的能量，并且基态对应于 
半径为办的费米球内所有的态都被占满的分布函数,而半径 P 尹与 


液体密度的关系与理想气体情况下一样，是同一个公式 (1. 1). 
必须强调，液体的总能量丑绝不可以归结为准粒子的能量之 


和.换句话说，忍是分布函数的泛函，不能归结为积分 pedr (对于 


理想气体正是如此，其中准粒子与真实粒子一样，彼此间没有相互 
作用）.由于第一位的槪念是五，因此就出现了在考虑准粒子相互 
作用时如何确定它们的能量的问题. 

为此，我们研究分布函数作无限小改变时五的变化，显然，它 
应当由变分的线性表达式的积分来决定，即有如下 形式： 

&ndT. 

量 e 是能量五对分布函数 w 的变分微商.它相当于增加一个 
动量为 P 的准粒子时系统能量的改变;也正是这个量，起着准粒 
子在其它粒子的场中哈密顿函数的作用.它同样是分布函数的泛 
函，就是说函数 KP ) 的形式依赖于液体中全部粒子的分布. 

因此我们 指出： 在所讨论的类型的能谱中，元激发在某种意义 
上可以看成是在其它原子的自洽场中的一个原子.但是，这种自洽 
性不能以通常的量子力学中的意义来理解，在这里它具有更深刻 
的性质，因为在原子的哈密顿量中，要考虑到周围粒子不仅影响到 
势能，而且也改变了动能算符与动量算符的关系. 


_ 





至今，我们撇开了准粒子是否存在自旋的问题.因为自旋是 
量子力学的量,对它不能作经典性讨论，因此我们应该把分布函数 
当作是关于自旋的统计矩阵.而元激发的能量在一般情况下 
不仅是动量的函数，而且也是与自旋变量有关的算符，后者可用准 

粒子自旋算符〗标记.对于均勻并各向同性的液体（不处在磁场 

中，本身也不是铁磁性的)，算符 G 只能以标量^或 dp ) 2 的形式 

含于标量函数£中；但乘积的一次幂是不允许的，因为自旋 

矢量具有轴向性，所以这个乘积是一个赝标量.平方 (5 + 

1), 对于自旋5=+的情形，归结为与自旋^无关的常数,而标量 

(^•1>) 2 = ? 2 /4也是如此.因而，在这种情况下准粒子的能量完全 
与自旋算符无关，即准粒子的一切能级都是二重简并的. 

实际上，说准粒子有自旋，即表明存在这种简并的事实.就此 
意义可以 断言： 在这种类型的能谱中，准粒子的自旋恒等于1/2, 
而与液体中真实粒子的自旋的大小无关.事实上，对于任何不等 

于1/2的自旋 s 来讲，形如 ($ •/>) 2 的项都将使 (2 s + l ) 重简并的能 
级分裂成 (2 s + l )/2 个二重简并的能级.换句话说，函数 e ( p ) 将 

出现(2〃 + 1)/2个不同的支，每一支都对应于“自旋为1/2的准粒 

子' 

前已指出，在考虑准粒子的自旋时，分布函数变成一个关于自 

旋变量的矩阵或算符 々（ P ). 把这个算符写成显形式，就是厄米统 

计矩 阵〜 〆 P ), 其中 a 、#为取遍士 1/2两个值的自旋矩阵的下标. 

对角矩阵元决定一定自旋态中的准粒子数.因此，准粒子分布函 

数的归一化条件，现在应写成 

r r AT H 3 « 

Sp 泠 _dr 三 n aa dt ~ yr , dr = (&方 )5 (1.2) 




(符号 Sp 代表矩阵按自旋的下标取迹) 


在一般情况下，准粒子的能量6也是算符，即以自旋为变量的 
矩阵，它的定义应写成 

^-=Sp 右&玲 dr 三 Cafibn 0 a dr , (1. 3) 

y j j 

如果分布函数和能量与自旋无关时，就是说^和归结为 
单位矩阵 

— W & o ^， s a 0~ ^ ^> afi 9 (1-4) 

那末在 a 2及 1. 3) 式中取迹便简单地归结为乘以因子2: 

2 adr = 2| c & ndr . (1. 5) 

容易 看出： 在统计平衡中,准粒子的分布函数具有费米分布的 

形式，并且根据 (L 3) 式定义的量6起着能量的作用.实耘上，由 
于 ^子液体和理想费米气体的能级分类特性相同，液体的熵沒与 

气体的情况一样(见第五卷§ 55), 同样由下一组合式 定义： 

一 Sp |^ln^ — (1 - 总 ) ln(l — fi) | d.T, (1. 6) 

在总粒子数和总能量都恒定的附加条件下,对上式取 变分： 

Sp & 於 dr = 0, Sp 否 Mdr = 0, 

F F _ 

我们得到所求的分布： 

• + (1. 7) 

式中^为液体的化学势. 

当准粒子能量与自旋无关时， （1. 7) 式表明《和 e 两个量之间 

的同样 关系： ^ 

7i =[e<»^ > / r + l]" 1 . (1. 8) 

当温度？ 7 = 0时，化学势与费米球面的边界能量 相等： 


①此后,下标重复两次照惯例理解为求和. 



/ j \ r = o ~ s F = e ( p F ). (1. 9) 

我们强调指出，虽然 （1. 8) 式与通常的费米分布在形式上相似，但 
它们并不相同，因为 e 本身是《的泛函，严格说来， （1. 8) 式是《的 
一个复杂的隐函数定义式. 

现在我们回到原先的 假设： 对每个准粒子都可用确定的动量 
描述.这个假设成立的条件 要求: 动量的不确定度(与准粒子自由 
程的有限性有关)不仅小于动量本身，同时也小于分布的“猕散区” 
宽度 A % 在这个区域内，分布明显地偏离“阶跃函数 ”①： 


0(J>) = 9W 


1,当 P<Pf ； 
0,当 p > p F . 


( 1 . 10 ) 


不难看出，如果分布函数 《(!>) 只在费米球面附近很小的范围内有 
别于 (L 10) 式，这个条件便得到满足.实転上，由于泡利原理，准 
粒子只在分布函数的“猕散区”内方能相互散射，并且由于散射的 
结果，它们应跃迁到同一区域的自由态上.所以，碰撞槪率正 


该区域宽度的平方.相应地，准粒子能量和动量的不确定度都正 
比于 ( Z ^) 2 . 因此，当足够小时，动量的不确定度不仅小于 ", 
同时也小于 A 史. 

可见，这里叙述的方法只适用于准粒子分布函数所描述的液 
体的激发态，这个分布函数仅在临近费米面的窄域内才区别于“阶 
跃”函数.特别是，对于热力学平衡分布，只在足够低的温度时才 
能适用.平衡分布的猕散区（能量）宽度与 T 是同一数量级.而与 
碰撞有关的准粒子能量的量子不确定度与数值 A / r 同一数量级, 
其中 r 为准粒子的自由飞行时间.因此，理论适用的条件为 




( 1 . 11 ) 


①为了后文需要指出，微商 

O'Op) = —hip—pF^f 

实际上，当沿包含？=抑的 y 的任意区间进行积分时，这个等式的两边给出相同的结 
果（等于 1). 


• 6 ♦ 



同时，如前所述，时间 r 与猕散区宽度的平方成反比 ， BP 

rooT' 2 . 

所以，当 r —0 时显然 （L 11) 式是满足的.对于粒子间相互作用 
并不微弱的液体，所有的能量参数与边界能量 O 同一数量级；在 
此意义上说，条件 (1. 11) 与条件 T << | ^ | ①是等价的. 

对于接近“阶跃”函数的分布(在 T = Q 时的分布)，在一级近 
似下，泛函 e 可用其在《(|>) = 0(》时算得的值去代替.于是 e 
成为动量的确定函数，而公式 (1. 7) 便成为通常的费米分布. 

此时，在费米球面附近[函数 e ( p ) 在此 处才具 有直接的物理 
意义]，可将 < P ) 按差 P — 仏的幂展开.我们有 


€ — £f^Vf(P — Pf)$ 


( 1 . 12 ) 


其中 



(1.13) 


是费米面上准粒子的“速度” .. 在理想费米气体中，准粒子同真实 
粒子一样，有€=^,因此^=&.与此类似，对费米液体可 

Zm Til 


引入一个量 


m* 


(1. 14) 


称它为准粒子的有效 质量； 并且这个量是正的（见§ 2末). 

用这样引入的物理量来表示，理论的适用条件可以写成 
〜外，并且只有动量为 P 且 I ?—和 K < 以的准粒子才有实际意义. 
我们再一次强调上述情况，并应指出，这种情况特别赋予仏和液 
体密度之间的关系式 (L 1) 以非凡的特性，因为它（对于费米气体) 
的明显结论是基于这样的 槪念： 粒子占满整个费米球的各态，而不 


①但是，对于液态 He % 实 验指出理论的定量适 用范围实际上 被限制在温度 r 
^ O . lK 的范围（同时〜 2.5 K )* 


是只占满它表面的邻近区域①. 

特别是，有效质量可以用来确定低温下液体的熵 N 和热容量 
G . 对这两个物理量可给出与理想气体公式相同的形式（第五卷 
§ 58), 在这里只需以有效质量代替粒子质量 m : 

^ = 0=V V T r V = ^=(f) 8/3 ^{f) 1/ * (I- 15) 

( S 和 C 两个量，由于与7成线性关系因而相等).事实上，用分布 
函数表述的熵表达式 (1. 6) 对于液体和气体都是一样的，而在计算 
这个积分时，仅 仅化附 近的动量区域起主要作用，在这个区域内 
液体中准粒子的分布函数和气体中粒子的分布函数由同一个 
(1. 8) 式给出②. 

在继续将理论展开之前，我们先作如下的说明.在费米液体 
中引进与气体粒子完全类似的准粒子概念，虽然这祌表述方法对 
于建立系统的理论是最方便的，但与这种方法相联的物理图象却 
有缺陷，即在这个图象中出现了一个观察不到的被准粒子占满的 
费米球.如果用只在 T 关0时才 出&元 效发来表述，便可能消除 
这个缺陷.在这种图象中，费米球外的准粒子和球内的“空穴”都 
起着元激发的作用，对于前者[与公式 (1. 12) 对应的近似下]应将 
能量写成 £ = “0—化），而对于后者能量应写成 e = v F ( pF ~ p ). 
其中任何一种情况的统计分布，都由化学势等于零的费米分布公 
式给出（此时元激发的数目不是常数，而是决定于温度的量③)： 

① （1.1) 式的证明需要运用较复杂的数学方法，以后将在§20中给出. 

② 对于液态 Hes ( 在零压 时）： ^/ S ^ O . SXip ^ m - 1 ； m *=3.1 m ( He 3 ) ; . p / ■根 
据液体密度决定；根据热容量决定. 

I 

③ 我们记得（参看第五卷 R 3), 在这神条件下，准粒子数决定于热力学乎 
衡条件——在给定温度和体积下，作为的函数的自由能尸取最 小值： GF ! 

但这个微商是“准粒子的化学势”（不要把它同液体的化学势 / i 相混 
淆， A 定义为 F 对真实粒子数及的微商）. 



w - Ce ^^ + l ]- 1 . (1. 16) 

在这种图象中，元激发只能成对地出现或消失，因此动量为 
和 史 <仏的元激发的总数恒相等. 

还要指出，这样定义的元激发，其能盘一定是正的，即激发能 
级总是超过系统基态能级.根据 (1. 3) 式定义的准粒子能量则可 
以是正值，也可以是负值. 

尤其是，对于温度和压强为零的量子液体， e F ^fi 的值显然是 
负的，因此接近于〜的£值也是负的.这一点，根据？ T = 0 和》= 
0时 一// 的值与一个正值相等便可以明显地看出来，这个正值是 
液体平均汽化一个粒子所需热量的极限值. 


§2. 准粒子的相互作用 


由于能量是准粒子分布函数的一个泛函，故准粒子的能畺随 
分布函数的变化而变化.当分布函数对“阶跃函数” （1. 10) 有微小 
偏离(5»时，能量改变应取形式 ^ 

^ea,(P) = ^fay^ s (p f P ， )hn dy (p f )dr t , (2.1) 

或写成更符号化的 形式： 

^Hp) = Sp^f(p 9 p f )bn(p f )dr f 9 

式中 S〆 代表按与动量1/相对应的一对自旋下标取迹.函数/可 
称为准粒子的相互作用函数（在费米气体中/三0).按函 数/本 
身的定义，它是量子液体总能量五的二阶变分微商，因此对于变量 
P , 〆 及其相应的各对自旋下标是对称的： 

fa Y f p^) = fya9 3eCp f f p) . (2.2) 

考虑到 （2. 1) 的变化，费米球面附近的准粒子能量可用如下的 
和式表征： 





6(p) — 二 〜 O —h) + Sp'j/(p ， lO&MfOdr 、 (2. 3) 

特别是,对热力学平衡分布，公式 (2. 3) 中的第二项决定准粒子的 
能量与温度的关系.偏差仅在接近费米球面的 〆 值的薄层中 
才明显地不为零，而实际准粒子的动量妒的值也在同样的薄层中. 
因此，实际上公式 (2.1) 和 (2. 3) 中的函数 f ( p ，!>') 能够用这个费 
米球面上的值来代替，即假定？ = / = 所以 f 仅决定于矢量 P 

和 P ' 的方向. 

函数 f 的自旋关系既与相对论效应（自旋-自旋和自旋-轨道 
- 的相互作用)有关，也与交换相互作用有关.而后者最为重要.考 
虑到交换相互作用，准粒子的相互作用函数（在费米面上）取下列 
形式： 


P 0 =尸 W +0-^(0), (2.4) 


其中 < r , c / 为作用在相应的（即对应于变量的）自旋下标上的 
泡利矩阵，而尸和 G 为矢量 P 和 〆 夹角0的两个函数①.这个表 
达式的形式同交换相互作用的特性有关；它与系统在空间的总动 
量矩的取向无关;所以两个自旋算符只能以标积形式包含在式中. 
根据 （2. 4) 式确定的函数 P 和 G 是无量纲的.在 (2. 4) 式左方为 
此引入的因子是费米面上单位能量间隔内的准粒子的状 态数： 


或 


V (« p ) 


2 dr 

~de 


2*4ftpl/dp \ 

n ^ (2^FVdT ) Py9 




(2.5) 


因为泡利矩阵的迹等于零，所以取迹 Sp ' 之后 (2. 4) 式中的第 

A 

二项就消失了，因此 Spj 已经不依赖于 CT . 实际上，当考虑到自旋- 


①用明显的矩阵形式表为 

pprn ^ 
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jt 2 A 3 


/aT» ^3 = « ^byQ-\-Ga 9 p<X Y 5 


(2 - 4a) 



轨道相互作用和自旋-自旋相互作用时,也同样没有这样的依赖关 
系.问题在于，标畺函数 SpY 若包含自旋算符，只能以两个轴矢量 

s 和的乘积 Lpx〆 的形式出现 (1 分量乎方的表达式，可以 

不去研究，因自旋为1/2,表达式归结为^的线性项和完全不含^ 

的项），但是，这个乘积对时间的反演不是不变的，因此不能包含 
在不变量 Spj 中. 

我们引入使用更方便的记兮. 

fa V 9 0 v (Pf ~ 9 *^-SpSp r /. (2. 6) 

由 （2. 4) 式，我们有 

£^- f (0) = 2 F (0 ) f (2.7) 

准粒子的相互作用函数，满足于由伽利略相对性原理而得的 
确定的积分关系.这个原理的直接结 果是： 单位体积液体的动量 
同其质量流密度通量相等.准粒子的速度是如/3/),因此准粒子 
通量用如下积分 给出： 

. Sp f ^ dr . 

因为液体中的准粒子数与真实粒子数相同，所以准粒子引起的总 
质量迁移显然可由准粒子数通量与真实粒子质量 w 的乘积得出. 
因此，我们得到如下 等式： 

Sp [pfkdr — Sp (2, 8) 

J J <^p 

假定 n a ^n8 a ^ e aP = ed a ^ 对 (2. 8) 式两端取变分.利用 （2. 1) 
式和 (2. 6) 式的符号/ ,我们得到 


^pbridr = n ^^~b?idr^7?t -^~^^-nbn r dtdT r 


• IX 


鲁 



=m z^-bndr— m [f(p, p f ) 

. op op 

式中 n f = n(p ) (在第二个积分中交换变量的符号并进行分部积 
分）.因为 Sn 是任意的，由此得到待求的关系 

^ dr * <2 - 9) 

对于阶跃函数 

n{p r ) = Q(p r ) 

微商 3«73〆 归结为6 函数： 

^l^^h(p~p F ). ( 2 . 10 ) 

dp p 

将 (1. 12) 式中的函数 e (p) 奸人 (2. 9) 式，然后处处用费米面上的 
数值 h = An 代换动量 P =^n, 并用心乘等式两端,便可得到真 
实粒子质量 w 与准粒子有效质量之间的如下 关系： 

i =^ + j &-^ d)coa9do ' (2 - n) 

其中 do' 是夕方向上的立体角元.如果将由 （2. 7) 式得出的/(0) 
代入上式,则这个等式取如下 形式： 

——=1+ F(0)cos0, (2.12) 

m 

式中横线表示按方向乎均(即按 do r /4jt=^sinede/2 积分). 

我们再来计算绝对零度时的压缩系数,郎算出 tt 2 = 3P/3p(D 的 

值.液体的密度 P = 所以 

mN 3F* 

为了便于算出这个微商，最好用化学势的微商将它表达出来.注 

①当! T ==0 时，同样沒= 0,因此无需区別等温压缩系数和绝热压缩系数.《的 
值用已知的液体中声速的表达式来确定.但应注意，在 r == o 时，实际上费米液体中 
根本不能传播普通的声音——见§ 5的开头 

* U 



意到化学势只以比值 N / V 的形式依赖于 Y 和7,同样，在 T 二常 

数= 0时，微分扣= FdP /7 V , 则有 

dfi V dpi V 2 3P 

dN N dV~ N 2 dV 1 

因此 m 2 --|^. (2.13) 

m oN 


由于 T = 0 时，# =以，所以当粒子数改变时，变分为 

= |/(Pf^ P t )hn f dr , (2.14) 

表达式中的第一项，是由于分布函数的变化而引起的能量 e ( p F ) 
值的改变.该式的第二项则是由于总粒子数的变化改变了边界动 
量 的值： 由 （1.1) 式，我们有 = 心 / jt % 3 . 因为只在 
f ^ Pp 时才明显地不等于零，所以在积分中把函数/用它在费米 
面上的值代替之后,我们可写成 


| ’伽 , d 


2 


{fdo f \bn 


J 


2dr ; 

4 jt 


1 A ^ hN 
2 4 ^ 4^F 5 


将此式代入 （2.14) 式，并根据3以/3以=仏/?^引入 
得出 

dju J jt 2 h 3 

最后,由 (2_ n ) 式取 ljm\ 再考虑 (1. 1) 式,最终可得 

„,2 _ Pf 


y 


我们 


(2.15) 


« 


j _ 

3 m ^ t 3w 


fe ) 卜 )(1 L '. 


(2.16) 


借助于得自 （2. 7) 式的函数 /( 幻并利用 (2. 12) 式，这个表达式可 
以变为 


心^( 1+ 研). （ 2 . 17 ) 

函数/应读满足一定的条件，这个条件是出于 蛩子液 体的基 
态具7/总定性的要求.液体的基态对应于准粒子占满费米球内的 
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全部状态，该状态的能量对于球体任一微小的形变都应是最小的. 
这里,我们不进行全部的计算,而只指出计算的最终结果①.为了 
方便地表达出这个结果，将 （2. 4) 式中的函数 F ⑻和 按勒让 
德多项式展开，即给和 0(0) 以如下 形式： 

F(0)^ J^CZl+DF.PtCcosO), 

(2. 18) 

(这样定义系数 A 和仏 时，它们与乘积和 GPz 的平均值相同）. 

这时，稳定性条件可写成不等式的 形式： 

A +1>0, (2.19) 

^ + 1 > 0 . ( 2 . 20 ) 

将 Z = 1时的条件 (2. 19) 同有效质量的表达式 (2.12) 相比较，使我 
们确信有效质 ii 的正定性.0时的条件 (2.19) 也保证了 （2.17) 
式的正定性. 


§3. 费米液体的磁化率 

自旋不等于零的准粒子， 一 般说来也具有磁矩.自旋为1/2 
的磁矩的算符是作 T (磁矩的 Z 轴投影等于士准粒子的磁矩与 
机械矩 0/2) 之比即常数 2則％， 同真实粒子的这一常数值相 等:显 
然，用任何方法将粒子的自旋合成为准粒子的自旋时，这个比值都 
不会改变. 

准粒子具有自旋，同样会导致液体具有顺磁性.现在我们来 
计算相应的磁化率. 

对于“自由”准粒子来说,它在磁场 H 中获得的附加能 li 的算 
符是但是，在费米液体中必须考虑这样一个事实，即由 


■ 


①参阅 H . IIoMepaH ^ iyK ,/ K 3 T $35,524(1958) 
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于准粒子的相瓦作用，其中每个准粒子的能量还因在磁场中分布 
函数的变化而再生变化.因此,在计算磁化率时，应将准粒子能量 
变化算符写成 

A 

= —0o-fJ+Sp’ fbW ， (3.1) 

而分布函数变化本身，是通过按式 M =( 如/扣 ）3 彳①表达出来 
的；因此，对于&我们得到方程 

ha(p) = -^a--H^Sp f \f(p,p r ) ^hs(p f )dt r . (3. 2) 

. de 

下面我们仅在费米球面上寻求这个方程的解.设解的形式为 

hs = -^gar-H, (3.3) 

式中 0 为常数.对于阶跃函数 《( pO = e ( 〆 ） 我们有 

g 一 (〜)， 

因此，对 ay 二 心7 〜求 积分归结为被积式在费米面上取值.将 
(2. 4) 式中的函数/代入后，并注意对于泡利矩阵有 

Spcr= 0, Sp^cr * cr f )a- f = io-Sp / cr , •or / = 2cr > 

O 

我们求出 g = 2— g ^ WT ， 或 


9 


2 


i+ G(oy 


这里的横线[与 (2. 12) 式一样]仍表示按方向求平均. 
磁化率/由单位体积液体的磁矩表示式 确定： 


ZH — ^Sp <rh^dr = j3Sp 


C' A 3 1 

hs dJ dr ^ 


(3. 4) 


①在计算与场有关的增是 h 时，可以不考虑化学势的变化.在各向同性的液 

体中，宏观景 a 的变化只能 是场& 的平方（在计算磁化率时，它是很小的量 ）， mss 
是场的一级小量.还要指出.由于液体的磁化率是个小量，所以在这里可以不区分液 
体中的磁场强度和磁感应强度， 
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或对带有阶跃函数 《(!>) 的被积式求积分 后得: 


XH 




最后，将 (3. 


3. 4) 式代入上式并注意 Sp(^)cr = 2 H , 我们得到 






* 


3 v 芦 


2 


舻 （1+5) 兀 2 (1 + 60 


(3.5) 


式中？为线性热容量定律 (1.15) 中的系数./=3^9 2 /# 2 是磁矩 
为 A 的粒子所组成的简并费米气体的磁化率[见第五卷 （59. 5)]. 
因子(1 + 0~ ] 代表费米气体与费米液体的区别①. 

我们指出 ， Z = 0的稳定性条件 (2. 20) 与 条件/ >0是一致的. 


§4•零 


声 


费米液体的非平衡态可用准粒子的分布函数来描写，这个分 


布函数不仅与动量有关而且也与坐标和时间有关.函数 
G 遵从如下的动理学方程： 


9 


da 

di 


St 泠 , 


(4.1) 


其中 St 々称为碰撞积分，它决定在给定的相体积元中准粒子数的 
变化，这种变化是因准粒子的相互碰撞造成的 

(4.1) 式中的对时间的全微商，既顾及到 A 对# 的显函数关 
系，也考虑到准粒子的坐标、动量和自旋变量按它的运动方程变化 
的隐函数关系.费米液体的特性在于准粒子的能量是分布函数的 
泛函,所以在非均勻液体中々和彡都依赖于坐标. 


嬅 


①对于 He s : 疔& -2/3. 

@ 这一节假定读者已熟悉动理学方程 (KHneTEqecKoe'^ypaBHeHHe) 的槪念，就 
此意义来说，本不属于本卷的应有内容.但是，没有动力学方程（以及在此后诸节中的 
应用）费米液体理论的描述将是不充分的.在这里我们只需要无碰逋积分的方程，与 
碰捡积分的具体形式有关的问题将在本教程专讲物理动力学的另一卷中研究. 
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对于跟平衡的分布函数心偏离很小的分布 t 我们可写出 

灸 （ P ， r ， t) =^n 0 (p) +b^(p 9 r 9 t), (4. 2) 

同时,准粒子的能量 S = h + 其中 Q 相应于乎衡分布的能量, 

而 W 由 （2.1) 式给出，所以 

(4.3) 

当不存在外磁场时, e 。 和心 都与自旋无关. 

命对时间£的显函数关系，在 dn / dt 中给出一项 

da 36 ^ 

ar • 

用#与坐标及动量的关系给出两项 

3ft ^ , dn 公 

~ d ^ r+ dp ^ 

准粒子的能 ftS 起着它的哈密顿函数的作用.根据哈密顿方程, 
我们有 

今 ds 免 d& 

r = W ^ 卜 y 

因此，取精确到 w 的一级项,则有 

35 泠 3e 0 dn 0 dbs 

3r dp dp dr 

最后，函数 6 作为自旋变量算符随时间的变化,可按量子力学的普 
通规则由下面的对易子 给出： 

碓 

* (4.4) 


但是，当和 e 9 与自旋无关时，在此对易子中不存在加的一级 
近似项. 

集中上述各项，我们得出方程 


dbfi } ds 0 dhfl dbs dno 

~dT + d^~l? ■— !Tdp =bu 


(4. 5) 
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在开始应用动理学方程之前，我们先讨论一下它的适用条 
件.利用（坐标和动量的）经典方程时，我们就假定了准粒子的运 
动是准经典性运动.这个假定，实质上正是用分布函数来描述液 
体的基础，该函数同时依赖于准粒子的坐标和动量.准经典条件 
是: 准粒子的德布洛意波长 %! vf 小于函数〃有显著变化的特征长 
度 L . 用非均匀性“波矢量”&〜 1/ L 代替 L ， 我们可以把这个条件 
写成① 

(4.6) 

由给定的&确定的分布函数的变化频率其数量级为 @I 
因而自然满足条件 


方 (4. 7) 

fio 与温度 T 的比值可以是任意的.如果 % co 》 T ， 那末 / b ) 这个量 
就相当于分布函数猕散区的宽度;于是 (4. 7) 式便是整个理论适用 
的必需条件，这一条件保证了准粒子能量(与它们的碰撞有关)的 
量子不确定性小于 

现在我们运用动理学方程来研究费米液体的振动. 

在低温但不等于零温的情况下，费米液体中准粒子发生相互 
碰撞，并且它们的自由飞行时间 roor ' 在液体中传播的波，其 

性质主要决定于乘积的大小. 

在 « r«l (实际上等价于准粒子行程 Z 甚小于波长2这一条 

件)时，在每个(线度小于2的)液体体积元中，碰撞来得及建立起热 
力学平衡.这就是说，我们遇到的是以速度 《 = 传播的 

通常的流体动力学声波.在的情况下，声波的吸收很小, 
但 or 增大时吸收也随之增大,而且当 o > r 〜 l 时吸收变得很强烈, 


①根据定义 a i >, n / p , 具有原子间距的数量级，因此条件 u . e ) 是很弱的* 
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-以致声波的传播成为不可能 

使 o ) ir 继续增加并达到0>^》1时,在费米液体中波的传播重新 
变为可能，但是这种波具有另外的物理特性.在这些振动中准粒子 
的碰撞不起作用，并在每个体积元中来不及建立热力学平衡.这个 
过程，可以看作是在绝对零度时发生的.因而将这些波称为 零声， 
如上所述 ，当 6 rr » l 时，在动力学方程中可以略去碰撞积分, 

于是 


dhfl L 36^ 0 n o 38 s n 

豕矿 0 , 


(4.8) 


式中 V = de / dp 为按非微扰能量 e 计算的准粒子速度 （ r 二 〜 n ， 
其中 n 是 p 方向上的单位矢量)；此后，我们略去 e 的下标 0. 

在 T = 0 时,平衡分布函数 n 。 是一个阶跃函数 0 O )， 它在边 
界动量 P 处中断. w 。 的微商 


= -nb(p—pp) = € f ). 


假设波中的 M 与时间和坐标的关系甶因子 exp [ i(fcr — d )] 

给出，我们将得出动理学方程的如下形式 的解： 

— e F )^( n ) e i(fc * r " wl) . (4. 9) 

这时，根据 (4. 3) 式的 d5e/dr 9 方程 (4. 8) 取如下 形式： 

(co~v F n-k)i>(n) = n*k-^j^Sp , ^}(n,n f )p(n f )do f 


(4.10) 

式中 n 和 < 为 p 和 f 方向的单位矢量，而积分是沿方向 n ' 进 
行的. 

现在我们来研究不涉及液体自旋特性的振动（零声).就是 


①当 Qr « l 时，声的吸收系数 V 〜其中为液体的粘滞系数.按数 
量级，则有 a 〜〜 vW 〜这里 w 为准粒子速度(与温度无关），因此 7] 〜 

(H* H. IIoicepaHvyK ， 1950 )• 这时 y**/ ①〜 cor 〜 co/7 72 . 
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说，不仅平衡分布函数，还有它的“微扰”都与自旋变量无关. 
振动时，分布函数在这种波中的变化归结为边界费米面(非微扰分 
布中的球面)的形变，这时费米面仍然是被准粒子占满的和未被占 
满的状态之间显明的边界.函数 v ( n ) 是这个表面在给定的 n 方 
向上的位移值（以能量为单位). 

因为 v ( n ') 与自旋变量无关，所以 (4.10) 式中的 Sp ' 运算只 
能应用在函数/上.把/写成（2_ 4) 的形式，将有 Sp '/ 二 (2 it 2 h 3 / p F 

饥*卿). 于是，算符 cr 从方程中完全消除，现在方程取如下 

形式 •. 


( co — k ** v ) v ( n ) 


二 k，v (V ⑻ V ( n ，) 普. 


(4.11) 


我们选择 fc 的方向作为极轴,并以角确定 n 的方向，再 

引人波传播的速度和符号 s = 则可写出最终得到 

的方程 


' A n t 

(s— cos0)v(6, <p) = cosQ F(0)v(9 , , — . (4. 12) 

. 4jv 

这个积分方程，原则上能够确定波的传播速度和波中的函数 
v ( n 0. 我们可立即看出，对于非阻尼振动（这里，我们仅对这种情 
况感兴趣) s 的数值应大于1,即应有 

Uq ^> v f . (4. 13) 

把 a 12) 式重写为如下形式,便能了解这个不等式的 来源： 

v(0,tp)^co S 0[F(0) 

J s —— cosu 4 tc 

这里引入另外一个未知函数 i >=( s ~ co &0) v 来代替 v . 在 s = cof 
^ v F < l 的情况下，被积式在 cosG r = s 处有极点，为了使积分有意 
义，应在复变 S eos ^ 的平面上，按一定规则绕过该极点.这种环 
绕给积分添进了虚部，因而也使频率 0( 在给定实数 A : 的情况下) 
得到虚部，而这表示波的衰减.对应于极点的等式 = 
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其物理意义是准粒子零声波的契林科夫 (HepenKOB) 辐射条件①. 

作为一个例子，我们研究函数变成常数（用 A 表示)的 
倩况.方程 （4.12) 右边的积分这时不依赖于角0、％所以待求的 
函数 v 具有如下形式： 


常数 ><■ cos& (4. 14) 

s——cos6 

因此，费米面获得了沿波传播方向向前伸长和沿相反方向被压扁 
这种旋转面的形式.这种各向异性是每一体积元中液体状态的非 
平衡性的表现，因为在平衡条件下，液体的一切性质应是各向同性 
的，因而费米面应当是球面.为比较起见，我们指出 ：普通 声波对 
应于半径振动的球形费米面（边界 动量仏 随液体的密度一起振 
动)，并且费米面作为整体而移动，移动的大小与波内液体的运动 
速度有关;而相应的函数 V 的形式为 + 常数 X COS 0. 

为了确定零声波的传播速 度如， 将 (4.14) 式代入 （4. 12) 式, 
我们求得 


FoP 

J 0 


cos0 2jTsin8d0 


o s 一 cos 6 4jt 


积分结果，我们便得到一个把速度 Wo 表示为给定值 A 的隐函数 
形式的 方程： 


S J S+ 1 ^ 1 , A ^ 

2- ln ^-r 1= Fo * (4 _ 15) 

当 s 由 1 变到 0O 时，方程左边的函数由 OD 降到 0, 总保持正值.由 
此可以得出，上述的波仅在 Fo >0 时才能存在.所以我们强调，零 
声传播的可能性与费米液体中准粒子的相互作用特性有关. 

当时，由 （4.15) 式得出按如下规律趋于1: 


①这样的衰减机制称为朗道阻尼，将在第十卷有关等离子体振荡问题中作详细 
研究 • 在积分中环绕极点的规则，是用 a > + io 代换 a ； (即 S + io ), 这种代换的意义 
在于对过去全部时刻（包掊 < — 一 00) 都保证/扰动的有限性. 
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s — 1^2 e _2/f， ° / e 2 . (4.16) 

这祌情况，比公式 (4. 15)( 假设 P 二常数^心)更具普遍盘义 :它相 
当于在任意形式的函数下近理想费米气体中的零声.实际 
上，绝对值很小的函数尸(们对应于近理想气体.由方程 （4. 12) 可 
以看出，这时 s 将接近1，而函数 v 仅在角0 很小的情况下才明显 
地不为零.根据这一点，当只研究小角范围时， （4. 12) 式右边的积 
分中可以用函数在0=0时的值去代替尸(0)(当0 = 0和 
以= 0时，同样有 0 = 0). 归根到底，我们又重新回到公式 (4. 14) 
和 (4.1 6 ) [其中常数 A 代之以 F (0)] ①.我们要指出，在弱非理 
想气体中零声的速度是普通声速的八丁倍.事实上，对于零声有 
^ o ^ v Ff 而对于普通声，我们由 （2.17) 式（其中忽略了 P 并设 
〜 m ) 求得 u 2 ^ pj / Sm * 2 = Vpf 3 t 

在为任意函数关系的一般情况下，方程 （4. 12) 的解不是 
单値的.在原则上，这个解允许有不同类型的零声存在，它们的区 
别在于零声的幅 v (9 f < p ) 具有不同的对角度的函數关系以及不同 
的传播 速度. 这时，除了轴对称解 v (0) 外，还可以存在非对称解, 
其中 V 包含方位角因子〜，这里 m 为整数（见习题).我们指 

出，对于所有这些解，积分 1^(10= 0,即费米面包围的体积保持不 

变.这意味着振动是在液体密度不变的情况下进行的. 

在绝对零度下，波能够在费米液体中传播，就是说，费米液体 
的能谱可能包含相应于动量为 p — % k 和能量为 e = 的元 
激发的分支——“零声量子”.零声(具有任意给定的 fc ) 可以有任 
意(小)的强度，这一事实，用元激发的术语来说，表明它们能够以 
任葸的数目填充自己的量子态;换句话说，它们遵从玻色统计，并 

① 相当 于弱非理想费米气体中零声的振动 ，这个问题首 先是由 K ). J[. 克里门 
托维奇 （ Kshmohtobhu ) 和 B . IL 西林 （ Chjhh )( 1952 ) 研究的 • 
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构成费米液体能谱的所谓玻色支.但是应强调指出，在朗道理论 
的范围内，把对应于这一分支的改正量引入费米液体的热力学设 
那可就错了，因为这些热力学量含有温度的更高次幂(如热容量中 
的 T 73 ), 而不只是上述近似理论中的前几级改正量. 

关于零声的吸收问题，需要研究准粒子的碰撞，这不属于本卷 
的内容. 

习 题 

在的情况下，试求零声的非对称波的传播速度. 

解：在 P^Fo + T^cosPcosP’+sin0sin0’cos((p —<p’ ） ] 的情况下，可存 

在具有 v 〜形式 的解. 实际上，设 v = /( 幻 e ' 代入（4, 12) 式并对 d〆 
求积分，我们得到 

(s— eos0)/ = ^cos0sin0j* si^O 1 f(9 r )d8 r 9 

4 J o 

因而， v = 常数 x sh ^ ⑺ f e 1 ' 

S — cosy 

将这个表示式代回•原方程，便得到关系式 

'^ sin ^ cos ^ d ^ 4 

. 0 5 — COS0 F x 

此式确定了传播速 度与仏 的关系.等式左边的积分，是 s 的单调下降函数. 
因此，当 s = i 时它达到最大值.算出5 = 1时的积分后，我们发现上述形式 
的非对称波可以在 f ,> 6 的条件下传播 ®, 

§ 5. 费米液体中的自旋波 

除了上节中研究过的与自旋无关的解 v ( n ) 之外,方程 (4. 10) 
还有如下形式 的解： 

v = cj * / x ( n ) (5. 1) 

在此公式中，准粒子分布函数的变化侬赖于它们的自旋投影.这 

①对 下液伶 He % 利用公式 （2, 1 2 )和 （2.17), 根据已知的 m * 和 W 的值可以算 
出： 尸。=10.8，心= 6.3(在零压下）. 
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样的波可称为自 旋波. 

将 (5. 1) 式代入 (4. 10) 式，再取 (2. 4) 式中的函数/,并注意到 
Sp ' cr ' ( oror / )=2 cr , 约去 cr 后可得： 

( s — cos6)fi(d 9 0036^0(6) 磬. (5. 2) 

这样，对于矢量 M 的每一分量，我们都得到一个方程，它不同于 
(4 12) 式的只是换 P 为因此，在§4中所做的一切进一步的 

计算，都能应用于自旋波® 

在有磁场时，费米液体中能够传播另一种类型的自旋波 （ B . 
n.CHJiHH, 1958). 这里，我们仅限于研究 fc = 0 的振动，这时 M 

不侬赖于坐标. 

当存在磁场 H 时，“未被振动微扰”的准粒子的能量及其分布 

函数都与自旋有关.这些相互间的依赖关系可用下列公式表达（见 
§3)； 

(5. 3) 

尨 o = « o ( l >)— = n 0 ( P ) + h{e~~ep)Pi<T*H. (5. 4) 

式中 A ( P ) 是无磁场时的能量；下标 0 再次提醒这些表述项与平 
衡液体有关. 

我们再来寻求以波的形式表示的分布函数的微小变化部分， 
其形式为 

bfl = b (e 一 e F )a~ • f^(n) e~ l9t 
与此对应的准粒子能 蛩的变化： 

<rs = o - 

J 4tt 


①在液体 HM 中， <0( 见 16 页 上的注释）.因此，在这种液体中不 
可能传播这样的波. 
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现在，在动理学方程中应当考虑带有对易手以的项 ( 4 . 4); 
对与坐标无关的分布函数，方程取如下 形式： 

基 5 我 + = 0. (5.5) 

精确到 以的线 性项，则有 

{s 9 H} = — P x {gt*H 9 hft) +^]6(e —e F ){&s,o**H}, 

这里的几个对易子由下式 定义： 

{cr* a, cr* 6} = 2itr- a X 6, 

其中 a , b 为任意矢量[见第三卷 (55. 10) 式]; 结果动理学方程变 
为如下 形式： 

ia >^( n ) xp ( n ), (5.6) 


式中符号的意义为 

p ( rt ) ^ ) G ( Q )^~. ( 5 . 7) 

在一般情况下，方程 (5. 6) 的解可以展开为球函数 Y ln ( 6 9 cp ) 
(极轴沿 H ) 的级数.展开式的每一项是具有固有频帛叫 m 的一 
定类型的振动. 

其中的第一个频率叫。是对应于常数的振动；并且 
P = M (1+ G ), 于是方程 （5. 7) 归结为 


icc > Qo / Ji ~ 




x 弘, 


这时振动®直于场 （ M 丄 H ). 将方程分别写成分量形式（在垂直 


于: TJ 的平面内），并列出这个方程组的行列式，我们求得频率： 

cooo ~-- 20 ff//L (5. 8) 

应注意，卢是液体真实粒子的磁矩.因叱,频率叫。完全与液体的 

特沈无关.而所有其它频率的值均与函数的具体形式 
有关. 
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§6. 粒子间有斥力的简并化近理想费米气体 

简并化“近理想”气体的热力学性质问题，没有直接的物理意 
义，因为自然界中实陈存在的气体，当温度接近绝对零度时都要凝 

聚.但是，鉴于这个问题具有重要的方法上意义，对一个假想的气 
体模型研究一下这个问题还是有价值的，在这个模型中假定粒子 
间的相互作用不会使气体凝聚. 

弱非理想气体的条件是分子力的作用半径 r 。 小于粒子间的 
平均距离 I 〜 ( y ! Ny ' 对于粒子动量为 P 的情况，条件及 
不等式 

Trd%《l ( 6 . 1 ) 

均成立.实际上，对于简并化费米气体可按公式 (1. 1) 估算边界动 
量根据该式， vp 卜 l /3 « i / r 0 . 

在叱，我们只讨论粒子对的作用，并且为了简单起见，认为这 
种相互作用 v ( r ) 与粒子的自旋无关.我们的目的是应用量子力 
学的微扰论计算热力学量按 ro / l 的幂展开的前几项.这里出现的 

困难是，粒子间的相互作用能在小距离上增加过快，微扰论（所谓 
玻恩近似)对于粒子的碰撞实际上是不适用的.然而，这个困难可 
用 F 述方法避开. 

在“慢”[满足条件 (6. 1) 即谓慢]碰撞的极限情况下，质量为 W 
的粒子的相互散射幅趋于固定极限——«,这个极限在玻恩近似下 
由下列表达式给出[见第三卷 （126. 13) 式]: 

— Uq 二 |^( r ) d \ ( 6 . 2 ) 

并且这个极限符合于（自旋为1/2的）粒子对的 s 态；常数 a 称为 
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散射长 度①.因为这个 S 完全决定了碰撞的性质，所以它同样也 
决定了气体的热力学性质. 

我们因此有可能运用下述所谓 重整化 方法.在形式上将真 
实能量 U ( r ) 用另一个有同 一 a 值但允许应用微扰论的函数来代 

替.计算一直进行到（即近似到） 最终结 果只在散射辐中含&时 
为止，这个结果总会与真实的相互作用导致的结果一致. 

一般说来，真实的相互作用半径，其数量级与散射长度《相 
同.对于作为辅助概念而引入的虚构的场 f ( r ), 坡恩近似的适用 
条件就是 a « r 0 . 理论展开的真实的小参量，当然是 ap F /K 

以下我们不仅要用到 lh 与 a 之间的一级玻恩近似关系[公式 
(6. 2)]，而且也要用到二级玻恩近似关系.为了找到这个关系，我 
们提醒一下，如果在恒定微扰 广的作 用下，系统的某一跃迁概率 
在一级近似中用矩阵元确定，那末在二级近似中将代 
之以 


^oo+ 

n 


^ On^nO 

E 0 —En 


这里是按无微扰系统的各量子态进行求和的（见第三卷 
§43). 在这种情况下，我们所讨论的是双粒子碰撞的系统，粒子 
的相互作用 rO ) 就是微扰.对于粒子动量变化为1> 2 — > P \ 9 
并且的跃迁过程，其微扰矩阵元为 

<P^ lf p r 2 a 2 \U\p l a l 9 p 2 a 2 } =+JV(r)e' ip • r/K dh f (6.3) 
式中 P 二 i >2= — 由于相互作用与自旋彼此独立，所 


①表达式 （ fi .2) 没考虑董子力学的粒子全同性.自旋为1/2的全同粒子，在 
慢碰撞的极限情况下，散射只在自旋反平行时发生，并且在立体角 do 内（质心系内） 
的散射微分截面是 da =4 a 2 d 0 ; 沿半球对 do 求积分得到总 截面 ： a = 8^ (见笫三卷 
§137). 
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以粒子自旋的投影(用下标 ％、《 2 表征）在碰撞时不改变.动®为 
零时， h 。 起着矩阵元 Vo / F 的作用.因此，由一级近似过渡到二 
级近似时，％应以下式来代替： 


汉0 + 


▼ I — 


y\+V\—fi Z — Vz 
2 m 


[/e^ ipmr/Ji d 3 x 


(当给定 Pl , P 2 时，按 Pi 式 Pbh 求和).因为在我们这种情况下， 
假设粒子的动量很小，所以可用动量1> = 0时的矩阵元的值代替 

求和式中一切主要项中的矩阵元.做完这一步骤后，便得到下列 


散射长度的表达式①: 



An% 2, 


U 0 



_ 2 m _ 

p\+pi-p?~P2 


2 


(6.4) 


因此，在同样精度下则有 


U 0 


An% 2 a 


4jtha 

mV 




/ 


_ 2 m _ 


(6.5) 


(6. 4) 式中求和式的发散性（当 p [ f p f 2 很大时）与以常数值的矩阵 
元代替一切矩阵元有关，但这个发散并不要紧，因为进一步利用这 
个表达式计算系统的能量时，反正会得到大动量不起作用的收敛 
的表达式.我们知道，慢粒子的散射长度 a 与粒子能量无关.公 
式 (6. 4) 乍一看来与动量 p ,, p 2 有关 .但事实上这种依赖关系只 
包含在散射幅的虚部[适当规定求和方法便会出现这种情况—— 
比较第三卷 （130. 9) 式].对这一虛部可以不必理采，因为我们早就 

知道，最终结果总是实的;这个问题，我们还将在§ 21中讨论. 
在这一节里，我们将研究粒子间具有斥力相互作用特性的费 

米气体 模型; 对于这种相互作用， a >0. 气体正是在这种情况下才 

①在所有中间公式中，我们写出的是按粒子动量的离散谱求和，这些粒子部包 
含在苻 PU 的体积 k 中；最终计算时,按惯例是川对 r 办 p / (2；^) 3 的积分代替求和. 


• 28 


9 



具有 § § 1、2 中所描述的那种费米型的能谱. 

粒子间具有成对相互作用的粒子（自旋为1/2的）组成系统， 
其哈密顿量用二次量子化方法可写成如下 形式： 

^= 2 ^^+ 

叫 Pl « l , a ^ t ， 2 a 2 ^ pia ^ p 1 a l (6. 6) 

(见第三卷 §64). 这里和^«是动量为 p 、 自旋投影为《 
( a - 土 f ) 的自由粒子的产生和消灭算符 .（6. 6) 式中的第一项相 

应干粒子的动能，而第二项相应于粒子的势能；在第二项里，是按 

粒子的全部动量值和自旋投影值求和，并遵从在碰撞时的动量守 
恒定律. 

根椐粒子具有微小动量的假设，我们再一次用矩阵元在动量 
为零时 的值： 代替（ 6 .6)中的矩阵元. 
其次我们注意到，在费米统计中由于算符的反对易性, 

算符乘积对下标的置换是反对称的；乘积 d p ^ a2 也具有同样 
的性质.结果， （6.6) 式的第二个求和式中所有含相同成对下标 

0^、《 2 的项都相互抵消了（在物理上，这与已指出过的情况有关，即 

在慢碰撞的极限情况下，只有自旋相反的粒子才能相互散射). 

因此，系统的哈密顿量取如下 形式： 

沒 為 *+安2 士 (6.7) 

P，<X P^Pi t p[ 


式中 d 1+ -^ Pl+ , aU ^ d f Pi + f 等等， 而下标+和一 此后将分 别代替 
+ 1/2和 一1/2. 

这个哈密顿量的本征值可用通常的微扰论箅出来,并且 ( G . 6) 
式中的第二项可以看作是对第一项的小修正.第一项已冇对角沿 


擊 
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式，它的本征值等于 






这里为状态的占据数①. 

相互作用能的对角矩阵元给出上式的一级 修正: 

JPjPi 


( 6 . 8 ) 


(6.9) 


式中叫 


p t 寺寺. 

为了找出二级修正，我们利用微扰沦的熟知公式 

\v nm \ z 


mr 二 


E n — E. 


其中下标《、 w 标志非微扰系统的状态. 

经简单的计算（运用 算符心 《,衫。已知的矩阵元）得出如下 
结果： 

Ul Ui+112 - (1 一 «? + )(! ~~»2-) (c 1 A\ 

CPl-hTl-p[ 2 -P f z 2 )f2m' K * 

PjPiPl 

此式的结构是十分明 显的: 跃 迁丸， P 2 ->!>/, P 2 的矩阵元的 
平方与状态 PuPi 的占据数及状态 P /, 的空位数成正比. 

(6. 9-6.10) 式中的 积分％ 应当用真实的物理量（即散射辐) 
«表示出来.在二级项中 W 可按 (6. 2) 式计算，而在一级项中则 


需要用更精确的公式 （6.5). 将计算值代入，我们得到对《的一 
级修正 


五 ( 1 > 


9 _ 

V 


2 


乳 I 十 界2- 


P 


( 6 . 11 ) 


①假设粒子具有确定的自旋投影值，我们即假定统计矩阵《^(户）也获得对角 
形式；这时 ， a = 土+的函数 ^( p ) 就是它的对堉元素. 
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和二级修正： 

2 mg 2 n 1+ n 2 一 [(1— — w 2 ’_) — 1] 

E^^-y2 - 2 , v ^ + Vl-V^~V2 2 

1， P2P1 


(为简单起见，我们在中间的公式里引入了气体粒子的“耦合常 
购二 4 H 


将分子中的表示式展开，我们会看出分子中四个《乘积的项 
可以相互消棹，因为这些项的分子对于仍和/>/，的置换 
是对称的，而分母是反对称的；但对这些变量求和却是按对称方 
式进行的.所以，最后我们 得到： 


丑 < 2 〉 — 


2mg 2 


2 



n i + n 2 - («/- 4 - n 2 _) 
pl +pl—p’i 2 —vV 


( 6 . 12 ) 


这个求和式(其中当 P — oo 时,所有的 n pa ~^0) 已经收敛. 

运用已得的公式，首先可以计算基态的能量.对此，应当假 
设•.费米球内 t><h = ^3 jr 2 W ) 1/3 ] 所有的都等于1，而费米 
球外的心 a 都等于零.因此我们 指出： 虽然在起初的哈密顿量中算 
符乘积的本征值给出了气体粒子本身状态的占据数，但借 
助微扰论将哈密顿量对角化之后，我们就涉及到准粒子的分布函 
数（同以前各节，仍用表征). 


注意到 J ^ n p . = N /2 f 由 （6.11) 式得到一级修正 


丑 a) = g piW. 

在公式 (6. 12) 中，我们根据 

j~^ B h(p l + p2-pi ， -p2 r )d s p l dpld i p[d 3 p 2 , 

取积分代替求满足条件 pl + p 2 ^ i >/ + i >2 的三个动量之和得， 


①散射辐重整化后,这个量就绝不与公式( 6 .2)中的常数 h 相同了! 
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E ( P 


4 刪 2 F "& (Pi \-p2 — p\ — 户 ’2) d 3f d ；u w d 3 亡， 

(2^) 9 J. pj^pl-rp^-p^ d hd P2d Pldp2 , 


而且是对 h ， A , 的区域进行积分的.算出积分①便得到 


如下的基态能最的最终 结果: 


五 o = N 


3^1 

10 m 


1丄 

_ _ 


M 丄 4( ll -21 n 2) 
9jz % 2/jt 2 



(6.13) 


式中括号前的量为理想费米气体的能量（黄克逊，杨振宁， 1957). 

绝对零度时气体的化学势,可定义为微商 ： M = ( dE 0 / dN ) v ; 
用边界动量 h 表示的化学势具有如下 形式： 




Pf 
1 ■ ■ 

2 m 


1 4 - ^ , 4(11—21n2)/jP f a 

3jt 尨 15?r 2 \ % 


(6.14) 


根据朗道理论的一般原理，元激发谱 e (/>) 和准粒子的相互作 
用函数 f “< p ， / >') ②可以用总能量对准粒子的分布函数的一级和 
二级变分来确定.如果将能量丑写成按 P 和 a 取离散和的形式， 


则根据定义有 


㈣ =2 ] 〜 +士 2] /a«<P, p r )hn Pa bn p fA^> 15) 

pcc pa * p r a * 


(对能量取变分后，应当用下述数值来代 替:在 费米球内等于 l , 
在球外等于零).然而不必用这种方法去计算准粒子的有效质量 
因为它可以用更简便的方法求出来(见下). 

为了计算函数 / aa '( p , 〆 ） （在费米面上)，我们对（ 6 .11— 
6 . 1 2 )的求和式进行两次变分，然后令》进行这一简单 
的计算后，并将求和变成积分，可得 


f + ~( P , P , ) = g — 


4 mff 2 

\2 nhj z ^ 


^(P + P 1 ~ P \~ P 2) 

"" 2 p ^- Pi~pi 


① 实恥上，按另一种顺序进行计算，即首先计算函数“见下)是比较简单的. 

② 本节中的矩阵 /"( P , 〆 ) 是两对下标和 r , ⑴的对角矩阵 / cw ( P , 〆 ) 
的元素( I :」集合. 
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h(p \ Pl~p f ~P2) S(p f f f>! — f> 2 ) ^ 3/tt 


/+ + (/>， P ’） = f --( P 9 P f ) : = 


2mg 2 , 

%(P + Pl — P ’一 P2 ) 十 △(/>' + Pi — 沪 2) 

{2n%y . 

Pt 一 74 


d 3 ? id 3 ^ 2 . 


这两个公式中的积分，由于积分的重数少，所以比较简单. 

最终的结果应当是 （2.4) 的形式，它与自旋量子化轴的选择 


无关, 


(2. 4) 的最后形式由下列公式 给出: 


/a 


Vf 0 i 


2jiafi 2 

m 


l + ^-i 2 + . 

nn l 2sin 


COS0 1 + sin 
- ^-ln 


2 1 — sin 


2 


x 6 ap d 


y 


1 + 


2ap F 


Ttfb 


2 


1 + sin^ 

sin^-ln 


2 


sm 


V a 


(6.16) 

式中 0 为矢量 Pf 与间的夹角 （ A . A . A 6 phkocob 和 H _ M . XaJiaT - 
HHKOB, 1957 ) ①， 

因而对公式 (2.12) 取积分便得到准粒子的有效质量，它等于 


m 


* 


m 


1 + 


8 


15 jv 2 


(71n2~l) 


oM 2 

I ) • 


由公式 (2. 17) 可以求出气体中的声速 


u 


2 


Pf 


2 


3m 


2 


] 丄 2 丄 8(11 — 21n2) / 

fi 15 丌 2 \ % 




(6,17) 


(6.18) 


然后将《 2 饥/# (这里以代替 h ) 对 d 汊求积分，根据 


①函数 （6.16) 当彡 =; r 时将变为对数发散.这种情况与所作的忽略有关，更精 
确的研究证明，虽然的值确实是函数的奇点，但函数在这一点不趋向无穷大而 
趋于零（见 277 页的注解）.公式 （6.1 S ) 在 9 = 附近不适用，这对今后的应用是无关 
紧要的，因为在应用中出现的积分在该点是收敛的. 
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(2. 13) 式我们可求得气体的化学势，这时对 diV 再积分一次便得 
到基态能量的表达式 (6.13). 公式 (6.13) 是气体能量按“气体特 
征参量” rn P a ! h 〜 a ( N / V ) w 的幂展开的前几项. 

采用类似的即使是非常繁琐的计算，还能得到一些随后的展 
幵项. 因为在费米气体的情况下，三重碰撞对能量的贡献是比较 
高级的近似.在三重碰撞的粒子中，至少有两个粒子具有相同的 
自旋投影；这时系统的坐标波函数相对于这两个粒子应当是反对 
称的.这就是说，这些粒子相对运 动的轨 道矩至少等于1 (P 态）. 
相应的波函数与 s 态的波函数相比，包含_余的的一次幂（见 
第三卷§ 33), 因此，这种碰撞的槪率应该^含多余的 〆 ，也就是说 
与不遵从泡利原理的粒子“正”碰撞的概率相比，要减弱到 ( pa / h ) 2 
〜 V 倍.因此，三重碰揸对能量的贡献只在含有体积的 F - 2 、 
的那些项中.换句话说,能量展开式至数量级 

m 

为止的所有的项[即在 (6.13)$ 中已写出的项之后再加三项]，均 
可单凭一些粒子对的碰撞特征量表达出来.但是，在粒子对的碰 
撞特征量中不仅有慢碰撞[如 (6.13)] 的 s 散射辐，而且也有它对 
能量的微商以及 P 散射辐. 


# 
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第二章 T = 0 时费米系统的格林函数 

§ 7. 宏观系统的格林函数 

上一节所用的方法,在微扰论的高级近似中就显得烦琐了，实 
际上已不再适用.由于在实际的物理问题中，粒子之间的相互作 
用绝不是微弱的，因而这种方法的缺陷就更为突出.因此，为了阐 
明宏观系统的各种普遍性质，需要研究微扰论级数的无穷项的集 
合.但有一种类似量子场论中所采用的数学方法可以克服这类困 
难. 

■ 这种数学工具的具体形式与需要运用它的宏观系统的性质有 
重要关系.本章的以下几节，将阐述绝对零度时费米液体的数学 
工具的发展①.在这里讲述的目的，不仅在于把方法实际应用到 
给定的客体上，而且也要表明一般是怎样建立这个工具的. 

作为这个工具的原始资料，是二次量子化的#算符，它们的 
性质在量子力学中已经讲过(见第三卷§ § 64,65). 现在我们要 
用到作为时间显函数的海森伯绘景中的算符.所以，现在开始阐 
述这种绘景中0算符的某些性质. 

我们将研究由自旋为1/2的粒子所构成的系统.根据这种情 
况，应给 P 算符加上表明自旋投影值的 下标. 此下标取遍士 1/2. 
按以前的做法，我们将用希腊字母表示自旋下标，而重复列出两个 
下标表示求和. 

根据一般规则（见第三卷§ 13)，海淼伯绘景中的任何物理 fi 

① B . M . rajTKTTKKfi 和 A . B . MHraJt ( lS 58) 系统地建立了这种数学工具. 


算符 / G ), 都可以按照如下形式用（薛定谔绘景中的）与时间无关 
的该物理量算符 f 表示出 来①： 


♦--- 琴 f 

A iff -iHt 

— G /G 

式中犮为系统的哈密顿量. 

但是，此处将对这个定义作些适当的修改.因为，在不给定系 
统的粒子数 I 而给定化学势 P 的情况下，用量子统计学研究系统 
的状态比较方便.这时，系统处于 T = o 时的基态可定义为算符 
#具有最小本征值的状态. 

旮一⑽ (7.1) 

(而不是给定#的那种泠).实际上，系统（当给定//值时)处于能 


量为札和粒子数为的状态的概率是 


«;〜 exp 


E n ~fiN n 
"""" T 


El 

T 


[见第五卷 （35. 1) 式]; 这里为算符會的本征值，我们看到, 
当 T =0 时， P 、 余留 E ’ n 为最小值的状态 
所以，可用公式 


W 9 (t 9 r) = ^ f (r)e^ *, 


^ r a +( Gr )= e < s ] 妒： ( r ) e - i ^ < (7.2) 

来定义 # 算符.我们将用大写字母齿来表征海森伯算符，而用小 
写字母#表征薛定谔算符. 

薛定谔0算符满足熟知的对易规则.而对于取不同时刻《和 


① 为了把公式写得简单，我们将广泛地采用量子常数的单位制（因此动 
量具有厘米的量纲，而能量異有秒- 1 的量纲）.要从这种单位制变到通常的单位 
制，公式中所有动量 p 和能量丑都应代之以 p 作和 尤 / t 在这一章里就特别要采用 

这种单位. 

② 如同云一样，我们将称算为哈密 顿量， 
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r 的海森伯算符的对易关系，却不能以普遍形式算出来.但足❾ 
时，海森伯算符的对易规则与薛定谔算符的对易规则是相 
同的.例如，根据规则 

夺 a (r)^ (r') + W (r')t (r) = 6*^ & (r—r ’）， 

可以得到类似的 规则： 

= U(r — r '), (7. 3) 

所以： 

€r a (t f r)W fi (t,r f )+W,(t,r f )W a (t f r)^0 9 

(7. 4) 

将定义式 （7. 2) 对时间取微商，我们求得海森伯算符满足的 

方程： 

- i ^ i WAt 9 r )^ H f W m { t 9 r )- WAt , r ) d f (7_ 5) 
[对照第三卷 （13. 7) 式]. 

对于任何守恒量算符（即同哈密顿量可对易的算符），海森伯 
绘景和薛定谔绘景是等同的.例如,哈密顿量本身、粒子数算符（当 
然粒子数也是守恒量）都是这类算符.这些算符用薛定谔算符或 
用海森伯算符表达都一样.于是，粒子数算符 

f ^；( r )^( r ) d 3 x - f # a + C ^ r )# a (^ r ) d ^. (7.6) 

相互作用粒子体系的哈密顿量为 

h 1 ^ A ! ( 0 )十俨⑴+貧⑺+…， 

/ 2 ,((,) - r)MF a (t 9 r) di— "A, 

2m j 
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1 )(” ：= hp ： (t y r)U^ (r)Kt ， r)d s x 9 ( 7 . 7 ) 

* 

P (2) = ~|j 旬 G,r') 化 （ Z,r》£/< 2 )(r —r')l^ a ⑺ r ')〜 

x (t f r)d 3 xd s x f t 

这里分 ( °> 为自由粒子系统的哈密顿量； P (l> 为自由粒子与 
外场相互作用 算符； f < 2) 是粒子对的相互作用算符，其中 
U ⑺ ( r _ r ') 是两个粒子的相互作 用能； 省略的各项是三重及三 
重以上的相互作用[对照第三卷 （64. 25) 式].为简单起见,假定所 

有的相互作用都与粒子的自旋无关. 

(7. 5) 式中"'与的对易子，可以用规则 （7. 3-7. 4 ) 算出； 

其间出现的^函数被积分消除了.结果得到了如下形式的关于 
A («， r ) 的“薛定谔方 程”： 

i 嘉少 a (“ r )=( —去 Ai + " ⑴ ( r )) t a “， r ) 

'(t ,v) + •••. (7. 8 ) 

在所讲述的方法中，宏观体系的格林函数概念起着基本作用 • 
它由下式定义 

Ga, (X t ,X 2 ) = -i(T^ a (X 1 )^ ； (X 2 )>. ( 7 . 9 ) 

为简略起见，今后用 X 表征时刻〖和点的径矢 r 的 总体. 角括号 
〈…〉 表征按系统基态的平均值（代替较烦琐的对角矩阵元记号 <01 
…|0>).记号 T 是編时乘积的标志:算符的顺序应按时间增长的次 
序心、“从右向左排列.同时，在费米子的情况下，置换一对分算 
符应 B 之改变朵积的符号(与原先书写乘积时的排列相比较）•用 

①这个定义 仏似于 1:子电劫力学中■确的格林函数(传播函数）的定义（对照第 
四卷 §§ 100 , 102 ). 
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显形式表达，即为 
G ap {X U X 2 ) = 

现在我们来指出格林函数某些明显的性质.如果系统不是铁 

磁的，也不处于外场中，则格林函数的自旋关系归结为单位矩阵: 

G afi (X” X 2 )=d afi G(X U X 2 ) (7.11) 

(任何其他形式的依赖关系均需标出空间中的选定方向——自旋 

量子化的 Z 轴)①.由于时间的均匀性，时刻~和《2仅以差的形 

式《=匕一 G 出现在格林函数中.此外，如果宏观系统在空间中 

是均匀的，那末两点的坐标也仅以差的形式 r = 出现在格 

林函数中.换言之，在这种情况下 

G a0 (X l9 X 2 ) = 8 a0 G(X),X = X 1 -X 2 , (7. 12) 

我们强调一下，微观均勻性的意 思是： 假定物体不仅本身的(宏观） 
平均密度是均勻的，而且物体的粒子在空间不同的（微观)位置的 
概率密度也是均勻的.这种物体正是液体和气体（但不是固态晶 
体).由于它们是各向同性的，所以 r ). 说到这 
里我们再一次强调，这时函数 GG ， r )， 按其本身的定义绝不是 f 
的偶函数.就这个意义上说， h 和 G 在差〖=卜 一 G 中的次序是 
很重要的. 

系统中粒子坐标的密度矩阵，定义为平 均值： 

Pa , (^,1*2)=^ 〈旁； （心广 2 )1^(«,广)>. (7.13) 

知道了这个矩阵，就能求出关于单个粒子的任何量的平均值.实 
际上，令##为某个“单粒子”算符,即形为 


-i 〈政( X 爲 +(又 2 )>， h>t 2 ; 
i < 史? ( x 2 ) U 】）>， t,<t 2 . 


(7.10) 


①这个说结需要解释.自旋分量是一阶逆变旋量（在这个意义上说，若采 

用带有上标 a 的记号更力合适).而分盘是协变旋： i . 所以6^是二阶混 
合旋量.二阶单位混合旋量就是 
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K =Hkr ( 7 . i4) 

a 

的算符，式中 hr 是只作用在一个(第 《 个)粒子的坐标和自旋上 
的算符，而求和是遍及系统的全部粒子.用二次量子化的工具可 
以把这个算符(在海森伯绘景中）写成 

P 邱 (7.15) 

_ 

[对照第三卷 (64. 23) 式].由此可见，厂的平均值可用密度矩阵 
的术语表示成如下形式： 

<F> = iV </> = iv | [fJH ( r u r 2 )UA (7_ 16) 

式中/以> 为作用在坐标 n 上的算符(应当在算符作用之后，而在 
积分之前取 r 2 = n ). 

根据 (7.10) 式，密度矩阵可用格林函数表达为 

_ 

Pafi (t i> 1 * 2 ) = — 皆 i 1 + 0, r 2 ) - (7.17) 

今后 ^i + O 形式的函数宗量记号，指宗量有从大于方面趋于 M 值 
时的极限.取这个极限可以保证#算符的正确次序，它与 (7.13) 
式乘积中算符的次序相同. 

对于微观均匀系统， 密度矩 阵只依赖于差 r r 2 , 当与自 

旋无关时，^ P ， 并且 

p(r) = ~^rG(t = — 0, r ). (7.18) 

这里，根据(7.12)式，引用函数0(1 1 — 1 2 )=以叉)代替6^ (X:， 
X 2 ). 当^=^ 2 时，并按自旋变 jj 取迹之后， （7.13) 式中的算符 
的乘积变成(系统中粒子数密度算符 X 所以，物体的平均 
密度 
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— = 2iVp(0) = ~2iG(t = — 0, r = 0) (7,19) 

O 从小于方面趋于零).这个等式把 T =0 时的化学勢 m ㈤ 同 M 
的关系是将后者作为参量)与粒子数密度联系起来了. 

函数的傅立叶展开，确定了粒子按动量的分布① 

N(p)=N{p(r 1 ,r 2 )e^ ip - d z (x 1 ~x 2 ) 


G(t,r) 


e 


ip 


d 3 a:. 


(7. 20) 


这就是单位体积内具有一定的自旋投影值并具有 d 3 W (2； r ) 3 
区间内的动量的粒子数.我们强调，这里所说的是真实粒子，而不 
是准粒子（后者在所讲述的工具中还没有出现！） . 这里引用记号 
%(/>)以区別于准粒子的分布函数 «(/>). 

今后,我们通常要和动量表象中的格林函数打交道，它定义为 
函数 r ) 按/和 r 的傅立叶展开的 分薏： 


G(t ， r)= \G(co y pW ^* r 


O 


dcod 3 p 


(7.21) 


G(o>, p)=^G(t,r)e- i ^ dtd^x. 

粒子按动量的分布，是通过这个函数并由公式 


(7. 22) 


N (p) = lim 


G(co,p)e- i 


dco 

2n 


(7.23) 


①我们提醒一下，（见第三卷§14)，单粒子的密度矩阵是如下的积分： 

P(n ， r 2 ) = {r 2 f q)W{ri,q)dq f 

式中识 0， g ) 为整个系统的波函数，其中 r 表示一个粒子的径矢，而 g 力其余所有粒子 
的坐标的总合，因此 是对？ 积分.密度矩阵的溥立叶分量与下式相同： 

j | j^(r,g)e^* r d*arl 2 dff, 

因而得到密度矩阵与粒子按动量分布的关系. 
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表达.这个公式是将 （7. 21) 式代入 (7. 20) 式得到的.它的归一化 
表为公式： 

— 2i h 1抑, p)e " u, ( 7 . 24) 

这就是在动量表象中表述的条件 (7.19). 因此，分布 W ( P ) 自然 
正确地归 一为： 

我们指出 ， a 23-7. 24) 式的积分所取的极限等价于在复变 
量 6) 平面内的一定绕行规则.因为有 t <0 的因子 e - Ui 存在，便能 
用 o 上半平面内无限远的半圆周来封闭积分路线（实轴)，于是积 
分便由函数 GO , P ) 在这个半平面内的诸极点的留数所决定. 

§8. 根据格林函数确定能谱 

就微观均匀系统莱说,对于具有一定能量和动量值的定态，容 
易求出海森伯#算符的矩阵元与时间和坐标的关系， 

我们用通常的指数因子给出与时间的 关系： 

<n|^ a (^,r) I w) —e ifi, «n> ( <n| ^5 a (r) | m), (8.1) 

但是，由于海森伯於算符是利用哈密顿量分定义的,所以 

<^nm = E n f ~ E m l ~ E n ~E m ~ n ~ N m ). 

根据 0 算符的一般性质，算符穸使系统中的粒子数减少 1 (而沪 + 
使粒子数增加 1). 所以，在矩阵元 (8.1) 中 = 1,因此， 

^>nm~E n {N) —E m (N~h 1) + fi, (8. 2) 

这里，处于相应态中的粒子数是以宗量形式表示的. 

为了求出对坐标的依赖关系，我们 指出： 由于系统的均匀性， 
当相对于系统移动任一距离 r 时，它的0算符的矩阵元不会改 
变.但是，这并不意味矩阵元根本与坐标无关.因为 t «( r ) 与在 
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一个给定的 r =0 点的值#_(0)的区别涉及到两个 原因： 一是与 
相对于系统本身移动的距离 r 有关； 其次与观察点向空间另一处 
的位移有关，这时也改变波函数的 梢位. 为了消除波函数位相的 
变化，我们把系统移动一矢量 一 r , 也就是把平移算符 

^(_r)= e - ir * p — 

作用到系统的波函数上[式中 P 为系统的总动量算符；见第三卷 
( 15. 13) 式 ]. 经这些运算之后，观察点又回到起始的空间位置，但 
仍然相对于系统移动了矢量 r . 矩阵元对于这种变换的不变性, 
可用下列等式 表达： 

<w|^«(0) I m> = OI e ir • a (r)e _ir • p | m>. (8. 3) 

如果系统处于 n 和 w 态上具有确定的动量和 i \, 那末 

<n|^ a (0) |m> = e ift »»»* r <n|^ a (r) I 

因而， 

t : 

(8- 4) 

式中 Km ^ Pn ~ Pm . 

用这些公式可以得到格林函数在动量空间的重要展开式，它 
使格林函数的物理意义更明显了. 

由于函数 G («, r ) 的“不连续”定义，在计算时应把 
(7. 22) 式 中对出 的积分分为由一 oo 到 0 和由 0 到 oo 两个积 

分.在第二个积分里(即 f = M — G >0 时)，根据矩阵乘法规则将 
定义 (7.10) 展开，我 们有： 

♦ _ 


x<m\W ： (X 2 )\0) 
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(按系统的仝部 fi 子态求和).将 (8. 4) 式代入此式,弁注怠到在基 
志时 Pa = 0,我们求得： 

G(t ， r) 二 — 去 2 I <。1 ‘(0)1 w> | 2 e i<4W + 〜 ” ， (8. 5) 

TO 

式中 co, m = E Q ( N )- E n ( N -^ l )^ fi . 

在 (7. 22) 式中[其中 G (《，r) 由 （8. 5) 式确定]对空间取积分, 
可以在求和式的每一项中得到&函数 6(p —P m ) •而对 dKOO) 
积分时，为了保证收敛，需给^增添一个无限小的正虚部，即以 
0 + iO 代替于是 得到： 

oo 

iiG(i,r)e i(at 十 ”<1 3 0^= 丄 2 | ~ )3 一 ^] |<0| f a (0) \m}\ 2 
0 m 

t(p—P m ) 

<a + c»o m + i0 * 

同样，可以算出对心由 一co 到 0 的积分.当 f<0 时，代替 
(&5)式则有 

I <w|^ a (0) |0> | 2 e i<fl, m 0 *' p m- r) , (8.6) 

乙 m 

式中 cOmo ^ E m ( N - l )- E Q ( N ) + ju. 现在算出由 一co 到0的积分， 
并将两个积分加在一起，可得： 

p ( c ^ h \ _ (2jT) 3 'srn C_ (p- ^tn) _ 

’ 2 ― 4 + fi +^ o (^) —十 l ) + i 0 


式中的记号 


,_ B ^ jpA - Pm ) _ I 

co ^ y ^ E m ( N - i ) - Eo ( N )- i 0 y 

! (0(^(0) \ m ) I { m \ 0*(0) |0> ] 2 . 


(8. 7 ) 
( 8 . 8 ) 


这就是所求的 展开 式②. 


① 这种手续类似子景子电动力学中计算格林函数的方法 （对照 第四卷钟 6 ). 

② 量子场论中类似的展开式，称为 KS〗Gn—Lehmann 公式（对照笕四卷 
§ 5101 , 108 ). 
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我们引入激发能的 记号： 

e^^E m (N-hl)~E 0 (N) 9 e<~^E 0 (N)-E m (N-l). (8.9) 

它们由一定粒子数的系统的激发能级与多一个或少一个粒子 
系统的基态能级之间的差来确定.上标 （+ ) 和（一）表示这些能 

量： 

( 8 . 10 ) 

实际上，只要注意到為 (1+1)— A ( A T ) 〜邳时的 

化学势)，例如，就可以 写出： 

s^=E m (N+l) ~E 0 (N+1) +E q (N+1) ~E q (N) 

^ [^ m (iV+ 1)— 丑 0 (#+1)] + ". 

但根据基态的定义，方括号(其中两个能量都属于粒子数相同的系 
统）中的差是正的，因而得出 VP 〉#. 以后我们还要研究定义 
(8. 9) 的意义. 

在求和式（作为 0) 的函数)各项的分母中，用添加± 10来表示 
各该项极点的移动，这等价于按下列规则 ® 出现的3函数型的虚 
部： 


;r 士 iO 


= P L W(x)f 


( 8 . 11 ) 


把这个规则应用到 (8. 7) 式，我们便求出格林函数的 实部: 


ReG(co f p) — 4 ? f 3 ^!p 


A m h(p-P m ) { B m b(p^P m ) 

⑺ + " — e < 二） 6) + — fi 〈叾〉 


( 8 . 12 ) 

以及它的虚部(这里应考虑到所有的差而所有的差 


①对照第 H 卷 （43. 10) 式.记号 P 表示当将形如 / O)/(iC + i 0) 的表达式取积 
分时,该积分应理解为主值的 意义： 

J XztlO J _oo x 

第二项是从上边(或从下边)沿半圆周环绕极点3；= _ iO ( 或 S = iO ) 时产生的. 
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ImG(^ p )= 

4jr 4 2]4„&(p —P m )?»0+g — 以〉）， 当 o>0； 

=) m (8.13) 

I 4 兀 {[BACp + PJ&O+M — gW ), 当 co<0. 

V m 

由此可见，总有 

signing (o>, J>) = —signco. (8.14) 

现在我们也要指出当时函数 G(«，P) 的渐近行为.根 
据 (S. 7) 式有 

G(co 9 p) (P~Pn)+B m h(p + P J ] • 

m 

容易证明 ， l/o> 的系 数等于 

^{W a (t 9 r,W ： (t 9 r 2 )+W ： (t f r 2 )W a (t,r 1 )}^b(r i ~r 2 ). 

按匕一：^展开的傅立叶分量，即等于 1. 因此 

G( cl > 9 / >)->l/ct?, 当丨 oi— 00 , (8. 15) 

动 is 表象中的袼林函数的主要性 质是： 它的各极点只能位千 
的各点上，这里〜是用上述方法确定的系统的离散激 
发能.其中每一个能量都对应于系统一定的动量值 Pm, 这表明格 
林函数的甸一个极点项中都存在相应的&函数. 

然而这里使我们感兴趣的是宏观物体的格林函数.就是说， 
当给定有限的比値 n/v Hvj *, 要研究体积 r 和粒子数I趋于无穷 

大时的极限情况.在该极限情况下，系统能级间的距离趋于零，这 
时 a 数的极点将汇合在一起，并只能 断定： 在系统激发 
能可能位的连续谱区域内取值《十 a 时，该函数才有虚部.但是 
有些激发例外，在这些激发中宏观系统的总动量1>可以只用一个 
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具有确定色散规则 Kl >) 的准粒子来描述（注意系统处于基态时 
p = 0)； 这些能量值对应于格林函数的各孤立极点. 

如果动量是由若干准粒子的动量组成的，则系统的能量就 
不能由 P 单値地 确定，因为系统给定的动量可由诸准粒子的动量 
以不同的方式组成，并且这些准粒子的总能量取遍一系列的连续 
值；而对所有这些状态求积分便消除极点. 

所以，准粒子的色散律 [ B * JI . BoHH - BpyeBHH , 1955] 决定于 

方程 

G ^ x ( a ~ fi y p ) =0. 、 (8. 16) 

我们着重指出，按照 （8. 9) 式求激发能的方法，正好相笆于朗 
道理论中求准粒子的能量.事实上，差数是给系统增加一个 
粒子时能量的变化；我们把所有这种变化都归属为一个准粒子, 
就可根据 （1.3) 式求出\同祥，是从体系中取出一个粒子时 
能量的变化，因此是被取出的准粒子能量.所以自然是 
仏因为 在朗道理论中，准粒子只能从费米球内部被去掉①. 

由于所有列入展开式 (8. 7) 中的激发态,都是从基态上增添或 

去掉一个粒子具有+自旋)而得到的,显然，对于费米子系统，格 

林 函数的极点只能确定费米型的元激发谱.玻色支怎样确定，将 
在下面的§18中论述. 

借助具有6与 p 的一定关系的准粒子槪念来描写宏观体系 
的 能谱，只是一种近似的描写，它的精确度随 k 一 W 的增大而下 
降.对独立的准粒子图象的偏离，是格林函数的极点在复区域内 
移动时出现的，这时4/>)变成复的.根据量子力学的一般规则 


①应当注念，在准粒子能量的定义中，系统激发能级是带负号 的， 与此 
相关 还有： 这些准粒子 的动量 这一点由展开式 （ 8 . 7 ) 的彳 n 应 0 :的^函鼓 
Mp + Pd 中便可看出. 



(见第三卷 § 134), 复能级表示系统激发态的寿命 r 是有限的 ( r 〜 
l/|Im e |). 数值 Ime 本身，是描述准粒子能量值的“猕散”程度 
(能级宽度）的.当然这种解释仅在虚部充分小即 Urnei《|e — 
的条件下才有意义.在§1中曾说过，这个条件实际上对于系统 
的弱激发态成立，因为 | ImH 〜同时 Re(e — 
叫卜 hi 2 . 

line 所需的正负号，由格林函数虚部的符号规定来保证.其 
实，这个函数在自己的极点附近具有如下 形式： 


G(co, p)^ 


Z 


f^-eipy 


(8.17) 


并且常数 Z >0, 这是由展开式 (8. 7) 中系数的正定性得出 
的；与量子电动力学一样，2通常叫做重整化常数.格林函数的 
虚部为 


Im(7 


ZIme 


jU — 丨 2 • 


注意，该表达式与数值 
作对比，便得出 


fi 有关， 把它的符号与规则 (8. 14) 


Im 占 <0 当 Ree>fi, 


(8.18) 


lnu >0 当 Ree <^. 

实际本应如此，因为在 ( S .9) 式中的和 e ( J 两种情况下 ，Ime 
的这种符号相应于给激发态能量^„补加一个正确的负虚部. 

关于格林函数的解析性质，我们在§ 36中还要讨论，那里 ，一 
开始便将对任意温度的一般情况来研究这个问题. 


§9. 理想费米气体的格林函数 

为了举例说明上一节中所讨论的普遍关系，我们来计算理想 
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费米气沐的格林函数. 

辟定谔费米 W 算符，总可以按函数 #p«(r，c7) 的完全集合展 
成如下 形式： 


♦ a ( r )= y ^ mr ， cr ), (9.1) 

Pa 


函数 Ur ， 是动量为1>、自旋投影为 a (切勿将 cr 的本征值和 
自旋下标 a 相混淆! ） 的自由粒子的自旋波函数，即按平面波 

^ Ppa ( r 9 a )= V ~ 1/2 u a ( or ) c iptr (9. 2) 

的集合展开[〜 Or ) 是用条件二1归一化了的自旋幅];这样选 
取的函数与系统中粒子的真实相互作用无关. 

但是，对于无相互作用的粒子系统，也可以把海森伯0算符 
写成显形式.在这种情况下，由薛定谔绘景过渡到海森伯绘景，可 
归结为对 (9. 1) 中求和式的每一项引入相应的时间 因子： 


步 M ， r) = 2 a p -^ pa ( r , a*)exp 


Per 


P 1 


2m 




• (9.3) 


这一点是不难证实的，只要注意到海森伯算符的矩阵元对《->/的 
任何跃迁都应包含因子 exp[ —i(F;— 圮）〖],这里戌，心分别为 
初态和末态的能量(在这种情况下，就是哈密顿量泠'=泠一的 
本征值).对于在 pa 态中粒子数减少1的跃迁， 差数 K ~ E* f = 

因此上述要求便得到满足. 

但是,更方便的是根据定义 (7.10) 并借助 （9. 3) 式来代替对格 
林函数的直接计算，这时首先将这个定义归结为与它等价的微分 
方程. 为此，将函数 — X 2 ) 对 M 求微商，同时要考虑到该函 
数在 t x = t z 点上是不连续的.实际上根据定义 （7. 10)，函数的跃变 

^ aB f / j = ( 2 + 0 = f 2~ 0 
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或由于 (7, 3) 式 CD 


= 一 成/ ( r ! — r 2 ). ( 9 , 4 ) 

在求微商时，由于存在跃变将出现 — G ) 的项.所以 

备 严 —iw KA) > — (n - r 2 ) 5 (M — G) • 


对于自由粒子体系，海森伯 W 算符满足方程 





h^ a — y^ A 


(9.5) 


[对照 (7. 8) 式： L 将这个微商代人 (9. 5) 式,并再运用定义 (7.10), 
我们便得到格林函数的 方程： 

(唼 + 去十 " W ) 二 & ⑴ Mr ) • (9.6) 

这里已假定而 G 的上标 (0) 代表粒子之间不存在 
相互作用. 


现在我们对此方程进行傅立叶 变换： 

(。- 


由此求格林函数时，应给0増加一个无限小的虚部，以使 G 的 
虚部具有正确的符号[根据(8, 14) 式]: 


G^(co,p)^ 





u 


2 m 


+ ju+i0*signo> 



_ 


(9. 7) 


这个表达式的极点是在0 + ^ = </0 = //2饥的附近，其根 据是： 
在理想气体中，准粒子与真实粒子是一致的.理想费米气体的化 
学势 M = 对于弱激发态，？近似于因此可使/ /2 w 〜 

— A ) (其中 v F ^ p F / m) f 于是对这些态可将格林函数重 
写成如下 形式： 


①我们强调一下，这个跃变的大小根本与粒子的相互作用 无关: 
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G ((i) (o) 9 p) — lco~v F (p—p F )+iO-signcoyK (9.8) 

当函数 (? (()) 参与任何积分时，其分母存在无限小的虚部只当 
接近极点[即当①—心）]时才重要.在这个意义上，可以把 
(9,7) 式中的 signer 换成 signG —; v ), 并将写成如下 形式： 

^ <0> = [e>— 史 VSm + zz + iO.signO^ — ^v)]* 1 . (9. 9) 
这种代换的重要性在于在 (9, 9) 式中 G ((l> 是复变数0> 在整个平面 
内唯一解析的函数，并且可以运用解析函数论方法去计算积分. 

这样,为了计算积分 (7. 23) (粒子按动量的分布)，在不等于零 
的负《情况下，我们用上半平面内无限远的半圆周来封闭积分路 
线 M 的实轴 ）（ 之后可以取〖= 0).积分 


N ( p ) = 



__ 

o — p 2 /2m + 卩 + iO • sign(^— p F ) 


现在可以用被积式在上半平面内极点的留数来决定.当？> 


以时,这种极点就不存在了，因此 i \ r ( p ) = o . 如果》<办，则我们 
求得 N ( p )=^ i ——对于理想费米气体的基态,本应是这样. 


§10. 费米液体粒子按动置的分布 

关于费米液体的格林函数，当然不能象对费米气体所做的那 
样算出一般形式来.但是，在§ 1中已断定费米液体具有所描写的 
能谱类型,表明费米液体的格林函数在 

co—e(p) ~ fi^v F (p—pp) 9 v F =^p F /m* ( 10 * 1 ) 

附近有极点.换言之，可以把它表为下列 形式： 

G = o 一 ” 二丄 i0 . s {g i + 〆 叭 i>) ， ( & 2) 

式中 P ) 为 （10. 1) 式那一点上的有限函数.对 ( M 7) 式已指 

出，系数 Z (函数 G 在极点的留数）是正值. 

由表达式 (10. 2)，能够得出关于液体粒子(不是准粒 子!） 按动 
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量分布性质的有趣的结论.这就是我们沿费朱球面的两个恻面算 
出分布函数 iV ( P ) (事实上,它只与 P 的绝对值有关）的数值之差, 
即求出当 g =+0 时差数 


N(p F ~q)-N(p F -hq ) 姻 


的极限值. 

分布函数1(1>)可以通过格 
林函数用 （7. 23) 式的积分表达出 
来.由于函数 M «， P ) 是有限的， 

可以预见它的积分的差当 q^O 
时将趋于零.因此，只研究 （10. 2) 式中各极点项积分的差也就足 
够了 • 由于在积分时分母中 iO 项只在极点附近才是重要的，所以 
§ 9 中已指出，可将 signer 换写成 signQ — 々）.于是我们有 



N(p F ^q)-N(P F + q) = -ir j— ―— 

J *«> ( + VpQ 10 

Z ) da) 

co — VjpQ + iOj 2jt 

(由于这个差的积分是收敛的，所以 z =—0 的因子 e - u < 可以从积 
分中略去）.现在用无限远的半圆周（均指半平面内的半圆周）来 
封闭积分路线，我们求得整个积分等于 Z 并与 g 无关.因此有 

(pp 一 0) — N + 0) = Z (10.3) 

[ A . B . MniTtaji ，1957]. 

上面我们已经指出, Z >0. 由于 w ( p )< l , 所以根据 (10. 3) 
式可得 


0<Z<1 (10. 4) 

(并且仅在理想气体的极限情况下才能达到 Z =1 的值). 

因此,？ 7 = 0时费米液体中粒子按动量的分布，如在气体中的 
惜况一样在费米球面处有跃变，并且从球内向球外方向减小.但 
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是，与气体情况不同的是，跃变的值是小于1的，甚至当？>以时, 
函数 N ( p ) 仍不等于零，如图1中的实线曲线所示（虛线相应于 
气体). 


§11. 由格林函数计算热力学置 

知道了系统的格林函数,就足以描写它的热力学性质.当 T = 
0时，这些性质可以用系统的能量（与基态能量 A 相同）同密度 
的关系表达出来. 

在确定了准粒子的色散律[解方程 (8.16)] 之后，这种关 
系可以利用等式 

^ (H. 1) 

求出.由 于仏与 1/7的关系是已知的 ，根据 (1.1), 

f F = (ZnWN/V)' ( 11 . 2 ) 

等式 (11. 1) 决定了函数 KN / V ) [尽管这是隐函数形式,因为一般 
说来色散律含有参量 P ]. 当 T =0( 因此 6 = 0) 时，化学势 

(3 A / 狀将上述等式取积分,我们可得待求的能量 

丑。 = (鲁) dZ 7 (11.3) 

(当汉=0时，自然忍。 = 0). 

描写 T = 0 时热力学性质的另一种方法是计算热力学势 A 
根据普遍的定义（见第五卷§24)， 热、力学势 Q = E - TS-fiN = 
-尸它 的微分 dD = :—別 T 7 — Wd "; 当7^0时，也有占=0,于 

是这两个表达式归结为 

Q — E — fiN f (11. 4) 

dQ =~ Ndfi . (11.5) 

注意，依据热力学势 D 的意义，它描写体积 F 为常数时系统的 
性质. 
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通过格林函数表示 o 的一种简易方法，是运用与 G 的 
(7. 2 4 )式关系.将 (7. 24) 式的#代入 （11. 5) 式，并对 d " 进行积 
分(当7 =常数时），仍是因为当# = 0时 = 我们得到 

Q(M) = 2i7「dp (U- 6 ) 

Jo * 今 - oJ (2jrj 

§ 12 . 相互作用绘景中的史算符 

相互作用粒子系统的格林函数，当然不能以一般的形式计算 
出来.但是有一种数学方法(类似于量子场论中的图技术）可以按 
粒子相互作用能的幂级数形式将格林函数算出来.并且级数的每 
一 项都通过自由粒子系统的格林函数和相互作用算符表达出来. 

除了箅符的海森伯绘景之外,我们还引人另一种绘景，在这种 
绘景里算符与时间的关系不决定于系统的真实哈密顿量 

是相互作用算符)，而决定于自由粒子的哈密顿量 ^ ,{0) : 

穸 0 G,r)=exp(id ， ( 0 1 ) 穸 （ r ) exp ( — i 企 ( O > 0. (12.1) 

我们将用下标0来标记该绘景(即所谓相互作用绘景）中的算符和 
波函数，以示区别.如将格林函数通过算符（代替海森伯算符 
灼表达出来，我们便做到了用0和 P 表达 G 这一目的的第一步. 

在这一节里，我们用记号 0( 或0代表“占据数空间”中的波 
函数（以区别于坐标波函 数於或 #); 二次量子化算符就作用在这 
些波函数上. 令少 为薛定谔绘景中的波函数，它与时间的关系决 

K 

定于波动方程 

i 璧 L =( J ^(°>+ 旬炉. （12.2) 

在海森伯绘景中，所有时间关系都转到算符上,而系统的波函数根 
本与时间无关:公=常数.在相互作用绘景中，波函数必0侬赖于 
时间，但这种依赖关系只与系统中粒子的相互作用有关，并决定于 
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方程 

(12.3) 

式中 

fo = expl ^ exp (- (0) O . (12. 4) 

它是这个绘景中的相互作用算符[简单 地把史 换成便使 (7. 6— 
7. 7) 形式的算符过渡到这个绘景中1注意，只要根据 (12.1) 式变 
换算符，即相应于按照 

00 — €xp (iA f (0> t)(p, (12.5) 

变换波函数（见第三卷 §12), 便不难得到方程 （12. 3). [考虑到 
(12. 2) 式，并对上式取微商则得方程 （12. 3)®]. 

基于方程 （12. 3), 函数 ^ 0 ( O 在两个无限接近时刻的值由下 
列等式相 联系： 

相应地，边。在任一时刻《的值可以通过某一初始时刻 t Q (t 0 <t) 
的值表达成 

0o(f) = ^(«^o)^o(io), (12.6) 

t 

式中 及 U exp {- i &«. fo (^)}. (12. 7) 

并且，此乘积中诸因子显然是按时间 G 增长的次序从右向左排列 

的； 对％和/之 间一切无限小区间以的乘积是有极限的.如果 
是普通的函数,则这个极限将简单地归结为 

exp| ~i * F 。 ⑴ d 小 

但这种归结要根据不同时刻因子的可对易性，后者指的 是：由 

①方程 (12. 3 )与第四卷的方程 (73.5) 是 相同的 ，在下面求解方.•沒的过程中还将 
重复第四卷§73的叙述. 
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( 12 . 7 ) 式中的乘积过渡到指数中的求和.对于算符匕（（)，则没 


有这种对易性，因而不可能归结为通常的积分.代替积分式可以 
把 (12. 7) 式写成符号 形式： 


^ 0 ) =^exp| — i| 


( 12 . 8 ) 


这里 I 7 是与 (12. 7) 式相同顺序中因子的编时排列符号，即由右向 


左表示时间增长的顺序. 

算符及是么正的并具有明显的 性质： 

及（#3， C ^ 2 f #1)=及（#3，亡1), 

( 12 . 9 ) 


为了简化以下的讨论，我们作一个纯形式上的假定（不反映在 
最后结果中），即相互作用 t ^( t ) 从时刻《 二一 CO 到有限的时间绝 

热地“引人”，并在 +0 O 时又绝热地“除去”.这样，当 <->—CO 

到引入相互作用之前，波函数 00(() 与海森伯波函数0是一致 
的.在 （12. 6) 式中，令“二 一 00,可得 

0 次 = 一 co)0. (12. 10) 

因此,建立了两个绘景波函数之间的关系，我们也就确定了算符的 

变换规律，其中包括^算符的变$ 规律： 

中二总 H-oo)Wo^(t, -oo). ( 12 . 11 ) 

由于及的么正性，所以算符穸+也按同样规律变换. 

现在我们把格林函数用相互作用绘景的^算符表达出来①.令 

ti ^> t 2 f 于是 

= 一 (t — oo)Tf^ 0a (^ j)>§j — oo )^ - 1 (^2^ — c 50 ) X 
X U r Q P (t 2 )S(t z , —oo)>. 

根据 (12. 9) 式，我们有 


①这个推导重复了第四卷 § ioo 中的讨论. 
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= “)，及 -1 (亡1， 一 00)=及 _1 (“，一00)詹 -1 (00, t x )^{ OO y 1 1) 

= ^ - 1 ( oo , ~qo)8(qo 9 h). 

将它们代入前一个表达式，则得 

G afi (X l ,X 2 ) = -i(^ i (co, —co) 及 （ oo, 

co)>. 


把算符 々理 解为 (12. 7) 式的乘积时，我们看到，平均值表达式中从 
第二个因子起的所有因子都是按由 i 二 一 CO 到 t ^ OD 的编时顺序 
从右向左排列的.因此可以写成 

G a? (X ly X 2 ) (12.12) 

式中的记号 


及=及（00, — oo ) = Texp | — ij t ^ 0 (^) d ^ 




(12. 13) 


当时，计算方法与上述算汙的 s 别只在于记号的不 
同， （12. 12— 12. 13) 式的最后结果，对 ff : 意的〖1、 G 都是正确的. 

以上所作的变换与系统在什么状态上进行平均是无关的.但 
是,如果对基态进行平均[如 (12.12)], 变换还可以继续推广.对 
此我们指出，绝热引入或绝热除去相互作用，如同任何绝热微扰一 
样都不能引起量子系统发生能量改变的跃迁(见第三卷§ 41) .因 
此,处于非简并态(基态也是这样的态）的系统，仍旧留在原来状 
态.换言之，算符力怍用在波函数少 =0 D (— oo ) 上，归结为对0 
乘以（对状态不关紧要的）一个相因子——算符沒在基态的平均 
值:及 0 = <奶乳恰好 = 〈沒 >0* 也是如此.这样，我们最 
终得到了通过相互作用绘景的算符所表达的如下格林函数 
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公式⑨ 

沿 ( X ,， X 2 ) 二^ (12. 14) 

按这个绘景的意义， （12. 14) 式是对自由粒子系统的基态进行 
平均的.事实上，算符遠^的性质与无相互作用时海森伯 算符企 

的性质相同.而海森伯波函数少与时间无关，因此它与《 = 

(这时不存在相互作用）时的自身值相合.所以，例如 

< TW 0 a ( X 1 ) Wi ,( X z ) > - iGT ,( X l9 X z ) (12,15) 

就是无相互作用粒子系统的格林函数. 

§13. 费米系统的图技术 

(12. 14) 型的符号表达式的意义，在于有可能容易地写出按 f 
的幂展开的数列之各项.例如 

(TW 0 a (x)wt B (x f )^y^ 

= d 《 1 • • • J :，” 〈喊。“⑻也 〆 r ) F 。( ，1 ) … 

r >-0 

•它 ““)>• (13.1) 

而〈々> 的表达式不同于上式的地方，仅在于 T 乘积记号后没有因 
子 w 0 a wt fi , 我们已经指出过，相互作用绘景中的算符匕(0是将 
a 7) 式中所有的步换成而得出的.因此，计算 （13.1) 展开 
式数列的各个项，归结为计算自由粒子不同数量的0算符的 T 乘 
积对基态的平均值. 

这些计算，在很大程度上是借助图技术规则而自动进行的，不 
过这些规则与被研究的物理系统的性质有重要的关系.在这一节 


①应当指出 ，（12.14) 式中关于符号有一个 约定： 虽然符号7在公式中出现两 

次（一是以显形式，二是包含在> 的定义中），但实际上乘积中所有因子都应按统一的 
编时顺序排列， 
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中所叙述的图技术是关于非起流费米系统的.其中假定相互作用 
是粒子对相互作用，并与自旋无关.相应的相互作用算 符为： 

匕⑴二去 j 步 oW 】)^ 0 、 G ， r 2 ) "( r 广 r 2 )# 0 a (~ r 2 ) 

• W 0 v ( t 9 r ^ d ^ jd 3 ^. (13. 2) 

式中£/(广一1* 2 )为两个粒子的相互作用能[我们省略了 P 和汐的 
上标(2>]. 

借助维克 定理可 以算出 A 算符乘积的平均值，该定理的内容 

是®: 

任意数目（偶数)算符#和#+乘积的平均值,等于这些算符 
一切可能的成对^乘积之和.每一对算符的先后次序 
与原始乘积中的一致.求 IP 式中每一项的符号决定于因子(一； o p , 
这里 P 是算符的置换次数，进行这些置换是使所有被平均的算符 

'-• w — •> *. _•>_ 声 —. •.丨 • 

都并排在邻接的位置上. 

— Air 包含二个算符齿和一个算符畓+的收缩才不为零，因为 
在对角矩阵元中，一切被算符#消灭的粒子应重新被算符# + 产 
生.由此可见，在一些 P 算符的乘积中如果只包含相同数目的算 
符#和 w % 该乘积的平均值才能不等于零. 

将维克定理应用于 t 乘积的平均值，则该平均值就能通过成 
对的 T 乘积的平均值[根据 （12. 15) 式，即通过自由粒子格林函数] 
表达出来.下面计算相互作用粒子系统格林函数的一级修正. 

我们预先指出，按照维克定理将公式 （12. 14) 分子中的表达式 
展开时,例如会出现如下形式的一 些项： 

< TW 0 XX l ) m ,( X 2 )}( S }^ iG ^( X l 9 X 2 )^y (13. 3) 

在这些项中，一对“外部”（相对于旬#算符之间是收缩的，而〈幻的 


①为了不中断叙述，我们把这个定理的证明放在本节之末. 
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表达式 (它的 展开式的每一项中）只含“内部”箅符之间的收缩 .因 
子 ◊§) 可被 (12. 14) 式中的分母完全约去， 因 此所有这些项简便地 
给出了 “无微扰的”格林函数 iGif , 

在 （13. 1) 式中保留展开式的前两项，将 (13. 2) 式代入并变换 
变量,我们得到 

i 6^( X 〗， X 2 ) 义沿$ 十 

式中 

x dtd^x^dx^tyCt, r 3 )Wi d (t, r 4 )C/(r 3 —r 4 ) 

J 一 oo 

•# 0 v “,r 3 )>. 

为了把公式写得更紧凑一些,我们引人记号 

U(X t -X 2 )=U(r 1 -r 2 )b (13. 4) 

于是① 

iG\ l l - -^{TW.WiWiWiW.WdUu^X^X,, 

式中 d 4 x ^ dtd 3 x t 

为了按照维克定理求平均，我们分別写出算符，并画出所有需 
要收缩的 方式： 


①此后，为了简化特别烦琐的表达式的书写，我们约定略去的下标，而用数 
字下标 I 、 2 、…，-来标记宗量数值 x 和自旋下标的 总体： 

H ㈤ ， 、三 W 八 X 山… 

G^G^(Xi,Xz) 9 Un = U(Xi~Xt). 
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根据上边所述,含^^^ I 收缩的各项已被略去.成对收缩的(用 
弧线联结的）算符应置换到彼此邻接的位置.例如，所写出的第一 
项表示下列 乘积： 


( TW ' l & t )< TWiw A y <! r ^\^ Ws >, 


而最后一项表示 


7 \ T\ 


7 \ A 


A A 


— {TW'WT) {TW'tWd (TWtW^y. 
不同宗量 0 算符的收缩，可根据下列式子代换 




7 \ TV 


m 三 汊矽， 3 + >=沁? 3 ， ww ,= 等等. 

相同宗量4算符的收缩，乃是理想气体中粒子数的空间密度 


(用标记)，该密度可理解为化学勢的函 数①: 


/s A 




(2 m / a ) 


3/2 


3?r 


2 


(13. 5) 


所以可得 

职 Y = + fd 4 X 3 d 4 JC 4 . ?/ 34 [ —G 汶印 4 )(?( 4 。 2 ) — 即 4 切如迮 + in ( 0> 

Ct j 

这四项两两相等,它们的区别仅在于积分变量叉 3 和 X 4 的记号不 
同.由于因子1/2消失，所以格林函数的一级修正只包含 两项： 


- f?7 34 [iV°)q° 4 )G 芯一⑺ ⑽汉 (^]d 4 X 3 d 4 X 4 . (13. 6) 
% 


借助如下的费曼图可以用图解法方便地表示出这些项的 


结构: 



♦ —- - - 一 ^ 

14 2 15 4 2 


(13.7) 


①这些收欲总是出自于同一个相互作用算符^中的4算符.因此，在这些项中 
负 + 总是徘在❾的左边. 
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在这些图中，实线 4—2 表示收缩妒 4 沪？（即函数 i ^); 数字表示 
变量1 4 和1 2 的号码，收缩的算符与这些变量有关，而箭头的方 

向与收缩中从# + 到齿的方向一致.依赖于相同变量的两个算符 

的收缩(即粒子数密度》〜)，相应地用“自身封闭的”实 
线 —— 圈图表示.虚线3……4表示因子％ 4 .图形的各内点（线 
的交点)，是指按它们标记的所有变量取积分.图形“外端点”处标 
记的变量(叉！和 U 仍是自由的. 

例如，由 （13. 3) 式得出的各一级项，将用被分解为两个独立部 
分——直线段(沁$)和实线封闭圈图 表示： 



仔细考虑算符的收缩方式和相应的图形结构，就能了解普遍规则 
的来历，因为在微扰论的一切级中， （12. 14) 式中因子的作 
用归结为 :只需 考虑有两个外端线的“连通"图形，这些图形不包含 
“不相连的”无外端线的圈图.后者与图形的其它部分均不连通 
(既无实线连通也无虚线连通）（对照量子电动力学中类似的情况 
—第四卷 §100). 

在 （13. 6) 式中消去系数1/2反映了一个 通则： 勿须考虑出现 
在 （13. 1) 展开式中各《级项的因子1/«!，也勿须考虑来自 （13.2) 
式中系数1/2的因子的确，《级图形每个都包含着《条虚线 
i …… K 消去因子 1/ n ! 是由于叠加了不同的项，这些项是沿所有 
«条虚线置换一对指 标〗， &而得到的，消去因子是由于在每 
一 条线两端点之间都有的置换. 

现在我们来说明在动量表象(不是坐标表象）中计算格林函数 
时既定的图技术规则，这在物理学最为有用. 


* 62 ♦ 





借助傅立叶展开式 a 21—7. 2 2 )可以实现向动量表象的过 
渡，我们将展开式写成“四维”形式 ® 


G ( X ) = U ?( P ) e* ipx 


d 4 P 

(2宂） 4 


G ( P )^ \ G ( X ) o lPX < i A X 9 (13,8) 


式中 “4 维动 量”尸 PX 二 ^i+p'r. 用类似的力法同样 
可以把相互作用势展 开成： 


U(X)=b(t)U(r)=\U(Q)^ QX 


d 4 Q 

(2jt) 


(13,9) 


其中© = 而且与三维展开式的分量一致 


U ( Q )= U ( q )^( u ( r)c 


ia 


d 3 x 


(13. 10) 


由于 "(r) 是偶函数，显然 U(~q)=U(q). 

我们对一级修正仍 v 三 ay (兄 一 x 2 ) 进行这种展开.为此, 
给等式 (13. 6) 乘以 expEiPdrX 2 )] 并将该式对 d 4 ( X t - X 2 ) 
积分. 

在第一项内写出 

e iP(X 1 -X 2 ) „ G iP(X 1 -X 3 ) e iP(X^X 2 )^ 

变换积分变量，于是得到 


m 


( 0 ) 


G ^° XX 1 ~ X 3 ) e ip ( X ^ d 4 ( X 1 ^ X 3 ) 




x ^ ( X s - X 2 ) e ip < x 3- x 2 > d 4 (Xs „ x 2 ) 


x 


f 7 (X 3 ~X 4 )d 4 (X 3 -X 4 ). 


前两个积分给出第三积分等于 "(0)= U(r) 




« 


d 3 A 即叭 fi ) 在 g = 0 的值. 


①为了叙述和表达的方便，我们利用了四维的术语，再强调一次，这里它与相对 
论不变性无任何关系 I 
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采用类似的方法，在第二项内写出 

e iPfX l -Jf 2 ) gi-PCXi-Za) e iP(X 3 »X 4 ) e iPCX 4 -X 2 > 

转为对 X 1 ~ X 3 , X 3 - X 4 , X 4 - X 2 的积分之后，可得 


— (P) I Gf： (X)U(X) e ipx d A X - (P) • 


其余的积分，利用两个函数乘积的傅立叶分量公式，通过函数 


和 f 的傅立叶分量表达出 来①： 

■ 

d 4 X= J/(^ )g{P~~P, )-^4. (13.11) 

因此，对于动量表象中格林函数的一级修正，我们最后 求得: 

iG^(P) -： in^U(0)Gi°HP)O^(P)~ 

— 'g^ (P)(P ,) GT, (P)U(p~p,) (13.12) 

(13. 12) 式中右方每一项都对应于确定的费曼图，则表达式 
(13.12) 可写成如下 形式： 


o 

p 4 




(13.13) 


各线的交点称作图形的顶点.每个图形都有271个顶点，此处 
«为微扰论的级.在每个顶点上都汇聚两条实线和一条虚线.每 


①为了证明这个公式，需要将傅立叶展开形式的函数 / U ) 和 y ( x ) 代入该公 
式的 左边： 

[ /(X)?(X)eWd4X=(V (尸，十) 

J J (2jr) 4 

按下列公式对 d ^ X 求 积分： 

je lP ^ d * X =(2 jr )* S ^( P ), 

其中“四维” 函数定义为 “ 4 -矢量” P 的分量5函数之乘积.出现的因子& (4) (戶 

— h —朽)被对小込的积分消掉，于是我们得出了 （13.11) 式的右边部分. 


帶 
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条实线在箭头指示的方向上描述 “4 维动(并且，沿诸实线的 
每一连续序列，箭头的方向不变).每条虚线是用来标记4维动 fi 
Q 的，而且对于这些线，箭头可以约定取任何(任意）方向①_在图 
形的顶点上满足“ 4维动量守恒定 律”： 顶点的入射线的4维动量 
之和等于出射线的4维动量之和.顶点也标出确定的自旋下标心 
每个图形都有两条外线(入射线和出射线)，外线的4维动量是待 
求的格林函数^^(尸）的宗量；出射和入射的外线同时也标记该函 
数的自旋下标 a 和汄图形其余的线称作 内线. 

相应于毎个图形的各项,其解析表述法可按下列规则进行： 

1) 顶点 a 和5之间的每条实线对应于因子每条虛 
线对应于因子一瓜(<?).具有一个顶点的封闭圈图相当于因子 

2) 在每个顶点上满足4维动量守恒定律.将内线中其余不 
确定的4维动量对 d 4 P /(2^ r ) 4 进行积分.在每个顶点上对一对自 
旋哑下标(从相邻接的 G %因子中各取一个)进行求和. 

3) iG Q , 中图形的公共因子等于 （一 IP ，这里 I 是图形中含有 

一个顶点以上的实线封闭圈图的数目. 

最后一个规则的来由如下所述.顶^^数的封闭圈图，来 
源于如下形式的0算符的收缩 •. 

这里所有收缩分别等 于沿巧，…， 而最后一个收缩等于 

至干一个顶点的圈图，它们的正确符号在按规则 1) 引入 

时已考虑到了. 

作为实例，我们汇总画出确定格林函数二级修正的图形： 

最后，我们再来讨论维克定理，并给出它适于“宏观极限”（即 
r -> oc , 或当体系密度-定时 7 V -> oo ) 的证明，这在统计物理学的应 

① 4维公量 Q = 〔 g 。， 的“卩 T t 间”分量， 一般说 来不等于零， 但函数根据 

定义 （1 S .10) 与2。是无关的，虚线方向的约定，与偶函数 r (一 存关 • 
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(i) (]) 

用上 檢 恰是重要的. (13.14) 

例如，我们研究下列形式的四个必算符乘积的平 均值： 

<伞 0 , 0 九仏> (…） (13.15) 

Pi … P4 

[各0算符表为 （9.3) 的 形式； 我们没有写出明显的但又烦琐的指 
数标 记]. 在这个求和式中，只有含动量值相同且数目相同的算符 
心和勾的项才不 为零. 其中有些项 ，动量成对 地相等，如/ = 
和仇这些项相应于成对的 收缩： 

并以如下形状的求和式来表达： ^ 

〈〜 凡 >〈 d PA a > ex p (…〉 

PlP2 

在极限 F — oo 时,对久和九的求和可代之以对 
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iH ; 分，这时消去了体积7，而使表达式仍保持有限.在 （13. 15) 
的求和式中， Pl = p 2^ Ps ^ Pi 的各项也不为零；这些项构成了下 
列形式 的和： 

▲2 冰〉 exp (…） 

v * 


但是,将求和变为积分之后还剩下一个因子 1/ F , 于是在极限7 — 
① 时表达式变成零. 

显然，这个结果具有普 遍性： 在极限 F — oo 时，0算符乘积的 
平均中只有成对收缩的结果才不变为零. 

我们指出，在上述证明中实际上并没有真正对基态进行平均, 
因此这个证明在对系统的任何量子态求平均时仍是正确 的①. 


§ 14. 自能函数 

上一节表述的图技术规则具有重要 性质： 图中的公共系数与 
图的级无关.由于这个性质，图中每个“图元素”都具有确定的解 
析意义，而与这个“图元素”包含在什么样的图中无关，因此图元素 
可以预先独立地计算出来.并且可以预先计算出某些具有一定数 
量端点的图元素之和，然后再把这个“单元”组装入更复杂的图 
中.这是图技术最重要的优点之一. 

有一种“单元”，它也有重要的独立意义，即所谓的 自能函 
数②•为了得出这个概念，现在来分析一下格林函数图中一切不能 

① 但是，如果对基态求平均，则维克定理就不限于在宏观极限时成立在统计学 
中相应的定理的证明与量子电动力学中（第四卷§ 7 8)的证明是一致的.它们之间唯一 
的区別 是基态不同：在真空中没有粒子，而在理想气体中粒子占满半径为 pp 的费米 
球. 对于 P > 外的粒子的产生和消灭算符釘、句来说，这种区别根本无关紧要，因此可 
以将晖明逐字地移置到这里，对于 P < PF 粒子的算符，需要事先变换 标记 ： ai = b p9 

也就是说由粒子变为空六，而处于基态的空穴在费米球内是不存的. 

② 对照量子电动力学中类似的定义，那里将这个函数称作紧致自能函数（第四 
^^ 100 , 102 ), 
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靠切断一条实联线结而分为两部分的图形.例如， 一 级微扰论的两 
个图形 （13. 13) 和二级微扰论的图形 （13. 14«— e ) 都属于这种图 
形.所有这些图形都有同样的 构造: 每个端点有一个因子泊$，还 
有一个称作自能函数的内部部件 ( P 的函数).所有可能的内部部 
件之和，称作精确的或完全的自能函数，又称质量 算符； 我们以 
一 表示它. 

自能函数的全部图形对格林函数的贡献等于 

(14.1) 


式中除以外，同样也可写出 

2 ff ,( P )=^2( P ). (14.2) 

完全格林函数（图中以粗实线表示）由下列无穷级数之和 
给出： 


■ _螭 + ~~•十 (14. 3) 

图 中小圆表示精确的自能函数 （一 i 2 a 〃）. 这个级数(从第三项 
起）的每一项乃是图形的集合，这些图形都能截成彼此间以-条实 
线相连的两个、三个等等部件， 

如果对级数 (14. 3) 第二项以后的各项将第 2 个小圆连同右边 
连线一起“切断”，则剩余的级数重新与整个级数相等.这就是说: 


m 


十 



(14. 4) 


将这个等式写成解析形式，兔 I : 

g=g^+g^g<°\ 

或除以 G ^ G ： 

Gipy~G^(P) 


(14.5) 


(14. 6) 


我们指出 ，2 的虚部的符号与 ImG 的符号相同，根据 (8. 1 4 ) 
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式有 


sign Im2(cy ， p) = — signer. (14. 7) 

这个等式是考虑到 1 与 ImO 的符号相反由（14_ 6) 式得出的， 
依照 （9.7) 式， 

因此，计算 G 归结为计算2,这只需研究少数图形.这个图形 
数还可以再减少，因为剩余图形的部件会立刻相加成很简单的表 
达式. 

就是说我们从决定 2( 其间是粒子对相互作用时)的全部图形 
集合中分离出各种“树枝”图，这些“树枝”图是用一条虚线连接到 
各端线 上的： 它们的和以标记.所有这些图形都包含在如下 
形状的一个骨架_形之 中①： 


’—^ = *♦* — *-♦*—— (14. 8) 

2的其佘部分用标记.这样，在一级和二级图形中，属于第一 
种 的图形 如下： 






(14. 9) 


属于第二种的图 形为: 


①如量下场论中的一样，将粗线和单元组成的图形称作骨架图形；每个这柞的 
图形都等价于无穷多个不同级的一般图形的一定集合. 

j 
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Ic) 



(14. 10) 


(14.8) 图形中的粗圈相应于系统的精确密度 《(#) [与此类 
似，（13.1 3 «)图形中的细圈相应于理想气体的密度《 (( ^(>)].因 
此由定义 （14. 8) 可得 

— i2 a = — in(/d)U(Q ) ， 

所以 

S = n ⑻ "(0)+2 b . 

于是需要特别计算的只有2,中的图形. 

准粒子的色散律由方程 （8.16) 定义.在方程中将 G 用 S 表 
达出来，按照 （14. 6) 式并取 (9. 7) 式的我们得到该方程的下 
列形式： 

^>(j^ ： p) =£(p) ~ £- = ^ (e ~^ p) - (u - 13) 

在费米球界面上，即当？=以时,准粒子能量与 m 相等.由此可见 

"― 2(0,lv) = ^~. (14. 14) 

结果色散律方程（当 i? 的值接近 h 时)取如下 形式： 

^( p ) — ii —( p — Pf ) — #， Pf ) — 2(0, |> p ). (14. 15) 

m 

应当强调， 这里心 是相互作用粒子系统边界动量的精确值.该值 
受关系式以/3浐=«制约，这里 w 是精确密度而不是 
(13. 5) 式中的近似密度 V e >. 


(14.11) 
( 14 . 12) 
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§ 15. 双粒子格林函数 

研究了四个海森伯4算符的 T 7 乘积对基态的 平均叫 

( 15 . 1 ) 

我们便得到图技术其它一些重要概念.上述函数称 作双粒子格林 
函数 [因而区别于所谓单粒子格林函数 ( 7 . 9 )]. 

为了运用微扰论和建立图技术，需要重新改用相互作用绘景 
中的0算符.如讨论函数 G 时的情况一样，这将使得在 T 乘积记 
号下出现因子戾 

( 15 . 2 ) 

在零级近似下（即当々=1时）该表达式可分解成用⑺ W 函数表示 
的两个收缩乘积 之和： 

Ki\\ l2 ^GlVG\V-GlVG\\\ ( 15 . 3 ) 

以下将要在动量表象中讨论以这种形式定义的双粒子格林函 
数的性质. 

对于均勻体系，函数 K 34 ， 12 实际上只与四个独立自变量之差 
(例如叉 3— 又2，1 4 一叉 2 , — X 2 ) 有关.在动量表象中，这个性 

质表现在：按所有变量，…， z 4 展开的每个傅立叶分量均含一 
个& 函数： 

|z 34 , I2 exp {i(P 3 X 3 + 7M—/M-P 2 X 2 ))d 4 JT 广 .d 4 X 4 

^(27trh^(Ps^P,~P i ~Pz)K vd , a0 (P 39 P 4 ； P lf P 2 ). ( 15 . 4 ) 
此式不难证明，只要注 意到： 


①我们还利用筒化记号，这里下标1、2、…标记4维坐标及自旋下 W 的 焰合： 
XiAX #， …（见 eo 页的注解），完整地写出来是 

A 3 4 , a fi (Xs, A\j Xlf JCl) 
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P , X ,+ P i X i -~ P l X - P 2 X 2 
= P 3 (X 3 ~X 2 )+P 4 (X 4 ^X 2 )-F 1 (X 1 -X 2 ) 

并对 z 3 — x 2 ， x 4 — x 2 ， A — x 2 ， x 2 求积分即可.我们顺便指出， 
傅立叶逆变换公式可 写成： 

^34»i2= K Yd9afi (P Z9 P 4 ; P,, P 3 + f* 4 —PJ x exp{—i[P 8 (Z 3 

« 

- X z ) + P ,( X A - Xz ) ~ P l ( X 1 ~ X 2 )2} (15.5) 

用这种形式定义的函数瓦 va ，^ (込, P 2 ), 我们将称作 
动量表象中的双粒子格林函数;它的宗量以如下等式相 约束： 

尸 J+ 尸2=尸3+尸4 

在零级近似下,对于上述函数[与 (15. 3) 式对应]可有 

^ydia Zy^iyP If P2) 

= (2^) 4 [& < 4 >(P 1 -P 3 )^ 0 o > (P 1 )Gi ( i 9 ) (P 2 ) 

- 6 <4 > ( P t - P 4 )0^ ( P 2 ) Gl°J ( PO ]. (15.6) 

也就是 X 归结为两个单粒子格林函数乘积之和. 

在微扰论的高级近似中出现的一些项，是对这些单粒子函数 
的修正.但是，此外也出现一些不属于 G 函数乘积的项.正是这 
个双粒子格林函数部分具有独立意义.为了把它分离出来，我们 
将瓦 表示成如下 形式： 

二 （2 兀）(/ > l - J P 3 )6^ 1 ( A )(?« 4 « 2 0 > 2 ) 

-& <4> ( Pi - P |)^ 3 « 2 ( P 2 ) O ai<Xl ( P t )J 

+ G 从 （ P 3 ) 仏山 （&) i 厂 mw 2 ( F 3 , 〜 

(15.7) 


以这种形式定义的函数尸称作顶角 函数. 

根据定义 (1 S . 1)，在空间-时间表象中的双粒子格林函数，对 
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于交换第一对宗量或第二对宗量即交换1和2或交换3和4 ( 连 
同自旋下标）是反对称的.由此可得动量表象中格林函数和顶角 
函数类似的对称 性质： 

~ — F dy，afi (P^P, ； P ly P 2 ) 


= —厂 户 4;户2, O 


(15* 8) 


如果研究一下展开双粒子格林函数表达式 (15. 2) 时产生的各 


图之特点，则定义函数 r [(15. 7) 式的末项]时分离出的四个沒因 
子的意义就变得明显了.以下的讨论还假定粒子之间是成对相互 

作用的. 

在零级近似下，函数反用下图 表示： 

< - — 

. 尸4 =尸2 

这些图对应于 （15. 幻式的两项， 

的图①： ^ 

_ | 4 in I' 

6 

它们是对 (15. 6 )式的每个独立因子的修正.但是，此外还出现未 
分成两个独立部分的图： 


P^Pt 

< "- 

Pz = P 2 

在一级微扰论中有如下类型 




^ r> — p % ~ r* — P t 

! + I (15.9) 

P 4 ^-- P z ^~^- P z 


这里四个箭头 A ， …， P 4 相应于 （15. 7) 式最后一项中的四个 
G 因子，而图的“内”部分定义了（第一级的）顶角函数—— (15. 9) 


①如单粒子格林函数的惝况一样，定义 （ i 5 .2) 中的因子< 可消去不相连的 

实线圈图， 


♦ 7} 


t 



图等式左边的小圆.将这些图展成解析形式 ，得： 
rV,\a,(P^P i ； Pl,P2) = -S 0ly d, a U(P 1 ~P,)+6 a& d, y U(P 1 ~P i ). 

更高级的图包含三种 修正： 1) 对两条未连通的实线的进一步 
修正， 2) 对 （15. 9) 各图外线的自能型修正, 3) 还有一种修正， 用来 
构成子图以代替 （15. 9) 图上的 虚线； 一切可能的这些子图之和便 
给出精确的顶角函数 LT _ 现在以骨架图的和将双粒子格林函数 


图示 出来: 



々户 2 



(15.10) 


粗线表示精确的 G 函数，而 小圆代 表顶角函数. 


在各级微扰论中计算顶角函数时，应按照§ 13中所说的图技 

术规则进行，而且应当研究四条外线的图(而不研究在计算函数 G 
时的两条外线的图）.对决定图的共同符号规 ㈣ 3), 应当补充下述 
规定： 如果外线1与4, 2与 3( 代替1与3, 2与 4) 是以实线连续 
依次连接的，那末图就改为相反的符号. 

作为例子，我们把确定二级微扰论中顶角函数 的图画 出来： 





(e) 


(15. ll ) 
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自能函数与顶角函数 ( s 与 n 不是不相关的；它们之间以一 
定的积分方程（所谓•逊方程)①相联系. 

为推导戴逊方程!我们可利用方程 (9.5), 该方程(该处曾指 
出）在考虑到粒子相互作用时也成立.但是与§9中的推导相比 
较,其差别在于现在0算符满足方程 (7. 8). 在此方程中略去含外 
场的项,并将其中的微商 d ^! dt x 代入 （9. 5) 式 ，得： 

= -ij<T^ ； -(X3)^(X 1 -X 3 )^ v (X3)d 4 X3-^ a (X 1 )^(X 2 )> 

a ， yj8 (X Bf X, ； X Z9 X 2 )U xz d l X z . (15.12) 

因为 K 可以按照 （15. 7) 式通过厂表达出来，所以这个等式原则上 
解决了所提出的问题.下面要做的只是再把它转到动量表象.为 
此，给等式（ I 5 .1 2 )乘以 exp [ im — X 2 )], 把岌 31 ， 32 和" 13 分别 
写成( I 5 . 5) 和 （13. 9) 的形式，并对 d 4 ^^ — ：^) 求积分.这样，对 
4维坐标求积分给出 S 函数,后者将因对4维动量的积分而消掉. 
最后 得到： 

LG ^~ i ( P ) G ( P )- llb afi 

--i J K va 9 v $ { P Z9 P i； P 3 + P 4 - P 9 P ) U ( P - P 4 )(15.13) 
式中仏 0> ( P ) 由 （9. 7) 式得出. 

现在还要用 r 表达将 （15. 7) 式代入 (15.13) 式，最后便 
得出下列形式的戴逊 方程： 
k[G (。卜 YP)— 

^U(0)n(fi)8 a , + id^ ^(P^P^GCPO—jz 


①该方程类似于量子电动力学中的戴逊 ( Dyson ) 方程（见第四卷 §104). 
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+ r v ^P^ y P^P^P^,P)G{P,)G(P A )G{P z + P,-P)x 

争 

XU(P—P 4 )^g^, (15.14) 

这里 《( iU ) 为系统的精确密度，它是系统化学势的函数；这个因子 
是按公式 (7. 24) 积分 G 函数时出现的（同时考虑该 G 函数是由收 
缩 屯， 产生的）.注意,方程 (15. 14) 右边的第一项就是 （14. 11) 

式的 2 a . 


§ 16 . 顶角函数与准粒子散射幅的关系 

以上几节建立的数学工具，使我们有可能严格论证和更深刻 
理解朗道费米液体理论基本关系式的意义，这些关系式在第一章 
里曾用直观方法在一定程度上作过介绍.在§16 — § 2 0就将论 
述这一问题 

顶角函数与准粒子相互散射幅之间存在密切的关系.为了更 
好地了解这种关系，我们首先在纯量子力学范围内研究真空中两 
个粒子的散射问题. 

在量子力学中，“四条腿图”是有四条外线(两条入射线和两条 
出射线）的图——相应于两个粒子的碰揸过程;而在图的解析表达 
式中，外线相当于自由粒子波函数（平面波）的振幅（见第四卷 
§103). 现在，我们将看到各级图怎样如实地给出散射幅通常的 
非相对论玻恩展开序列的各项. 

首先，在真空情况下大多数图总是化为零的.这一点，在坐标 
表象中最容易理解，因为我们注 意到： 在真空中一切 〈穸 + 妒>形的 


①§16—§18的内容是属于.了 •凡 朗道的工作（1958)，§19, §20的内容是属于 
X 朗道和 JL II . 皮塔也夫斯基的工作 （1959). 
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收缩都等于零，此时消灭算符位于右边并首先作用在真空态上，而 
剩余的只是 〈穸穸 ，形的收缩项.因此，一切含实线圈的图都变成 
零，这些图总有 〈穸 + 沪>形的收缩.根据同样理由，对格林函数(也 
就是对图的实内线）的一切修正都等于零①.最后，具有交叉虚线 

的图也为零;例如，在图中（这里数字1和2表示宗量 G 和 G ), 当 
«2> 幻时， 上内线对应于收缩, I 2 
= 0,如果^〈匕， 则收缩〈史!^2〉=0 
对应于下内线. - 一 Z 、， 

这样一来，对于真空中的两个粒子，只剩下如下的图，它们组 
成所谓“梯形级 数”： 


户4 



™ /| 

尸 4 ， ._. f 一 _■■ ■ 十 .w ■ f__ 



••• 


图中的实内线对应于真空格林函数 


G^(co 9 p) 


2m 


iO 



(16.1) 


(16. 2) 


[ 这正是 // = 0 时的 (9. 7) 式]，应注意，由于分母没有//，这个函数 
的极点总在复变数^的一定的(下)半平面上.上述图都变为零的 
情况之所以发生，从数学观点来说，是由于被积式的全部极点都分 
布在同一个半平面上的缘故.在另一半平面上是闭合积分路径时， 
积分显然变为零. 

将梯形级数 (16. 1) 转化为积分方程，便可以对该级数求和[对 


照下面类似的级数 (17. 3) 求和].如果首先略去具有交换外线端 


①在真空中格林函数不出现任何修正只表明单个粒子跟任何别的都不发生相 
互作 m . 与此相关，我们记得相对论粒子格林函数的真空修正与可能出现虚电子对和 
虚光子的中间态有关. 



点 3 和 4 的图，则该方程与动量表象中不考虑全同性的双粒子薛 
定谔方程[第三卷方程 (130. 9)] 是等价的.相应地，顶角函数 r 可 
用下式通过双粒子的散射幅/表达 出来： 

厂 ydiap ( P 3 , Pa ； P ,, P 2)=^ V ^—/. (16.3) 

771 

若添上具有交换外线端点 3 和 4 的图，会使散射幅反对称化，对于 
费米子本应这样.在微扰论的一级近似下，只剩下 （16.1) 的第一 
图和具有交换外线端点的图，其中完全不含于是可得到 
散射辐通常的一级玻恩近似公式.以后的髙级图，在对中间频率 
进行积分之后，将给出散射辐修正的高级玻恩近似的已知表达式. 

在费米液体中，与介质粒子相互作用的碰撞粒子可等效地用 
准粒子来代替,所有与这种相互作用有关的对图的内线的修正，函 
数 厂的定义都自动地顾及到了.但是对外线的修正，需另加考虑. 

: i ： 子场论指出，由干普遍要求散射矩阵具有么正性，这些修正将使 
散射辐中的每条自由外线出现因子这里 Z 是格 林函 数的重 
整化常数（见第四卷§ 107)； 对于具有四条外线的图，这意味着要 
乘以2 2 •虽说量子场论的结论对于费米液体中的准粒子也成立，但 
在这里我们也可以借助更简单(虽然并不严格)的讨论来解释这个 
乘数的来由. 

问题在于，液体的格林函数在接近自己的极点处 [(10. 2) 式中 
的第一项]与理想气体的格林函数只差一个因子 Z . 如果以算符 
沪 9 „=旁/#,1^„二# + /^^分别代替#和齿 + ,那末由它们 
组成的格林函数 G qu ^ G / Z 9 就很象理想气体的格林函数在极点附 
近的行为.就此意义来说，这些算符可以看作是准粒子理想气体 
的垆算符.按这些算符确定的双粒子格林函数将是 K qu = K / Z \ 
因此[依照定义 （15. 7)] 顶角部分厂厂 Z 2 , 这就是我们所需要 
的证明. 
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在应用于准粒子时，我们感兴趣的主要的不是散射截面，而是 
(1 秒内在1 1® 米 3 液体中的)碰揸数.对于粒子的动量变化和自旋 
投影变化（1>!« ，: P #— p 3 v , 1>4幻都已知的碰撞来说，这种碰撞数用 
下列公式 给出： 

dw^2jt\ Z 2 r y6 , a0 (P 39 P 4 ; P i$ P 2 ) l 2 h(e 3 -h e 4 ~e t — e 2 ) 

〜以 (16.4) 

其中 Pi + P 2: = 1>3 + 1>4， 是准粒子的分布函数.和 》 j > 2 两个 
因子只是表明这一事实：初动量（和自旋投影）为已知的准粒子 
的碰撞数与单位体积中这种准粒子数成正比.根据泡利原理，因 
子 (1 一％ 3) 和(1一〜 4 )与下列事实 有关： 只有末态未被占据时， 
碰撞才能发生. 

§17. 小动置传递时的顶 角函数 

在费米液体理论中，当两对变 量巧与 h 及巧与 P 4 的值都 
很接近时，顶角函数起着重要作用（其中我们将看到该函数与准粒 
子相互作用函数有密切关系）.鉴于下列 关系： 

Pi-hP2 = Pa + P 4 , 

假定 P $ = Pi ~ hK , P 4 = P 2 — K ,并引入简化记号 

K , P 2 — Ky P x , P z ) — y5)Ct 0(K fP l9 P 2 ) f ( 17 . 1 ) 

我们将研究这个函数在小瓦值的 情况. 用准粒子散射过程的术语 

来说，就是要研究接近于“向前散射”的碰撞如何传递小的 4 维 
动量. 

当反= 0时，我们看到函数厂具有奇 异性; 而我们感兴趣的， 
正是该函数具有这种奇异性的那一部分.根据对如下骨架图的分 
析，不难理解这种奇异性的来由： 
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Pi +/T 




(17. 2) 


骨架图包含双粒子格林函数一些图的集合，这些图都能在两对外 
点和户2、户4之间被截成两段，它们原用两条实线相连®. 
两条联结的粗线相应于精确的单粒子格林函数 G ⑷）和 
(?(9+尤），并且要对图中4维动量0进行 积分. 当瓦~>0时，这 
两个函数的宗量相互靠近，因而它们的极点也相互靠近.相互靠 
近的极点将“紧夹”积分路线（见下文），这就是函数厂中出现奇异 


性的根源. 

为了算出精确的函数厂，需要对微扰论的整个级数求和•由 
于我们的目的在于分离出瓦=0时具有奇异性的部分，首先要将 
下述所有图的贡献分离开，即这些图不能靠切断两条4维动量值 
接近（只差足值）的实线而 截开. 当瓦=0时函数厂不具有奇异 
性的部分，我们记作 r ; 在 r 中可以设反=0,因此 r 只是变量 
h 、込的函数：込） •至于说到“危险”的图，可将它们 
按其所含宗量相近的双线对的数目来分类.因此，完全的顶角部 
分 r 可用下图的无穷“梯形”级数表达： 



P^K P z -K 

这里，空白小圆相应于待求的 if , li 阴影的」、圆代表 it 这些图 
上的外线，不含在厂的定义中，它们只用于指明人射和出射的 4 维 
动量的数目和数值. 


①例如，在（17.2)式按戍对相互作用的二级微扰论中，包含图（1 5 .11〜&、<;)及 
交换外线端点3和4的图 （15. lie ). 
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阁 （17. 3) 上的一切内线都是粗线，它们对应于精确的函数. 
因此我们强调，之所以可将 A 表现为这些骨架图(以及由之得出的 
一切推论)，绝不是假定粒子之间具有成对相互作用，因为这里没 
有显示形式的虚线，实际上只有小圆所表示的单元内部构造（这里 


我们不感兴趣）才与相互作用性质有关①. 

对级数 (17. 3) 的求和问题，归结为解积分方程，为了得到这 
个方程，整个级数尚需“乘”以一 个 r , 即以如下级数代替 


(17.3)； 



与原来的级数 （17. 3) 比较，可得到等式 



(17.4) 


将这个囿等式写成解析形式时，即给出待求的积分方程 


r y3 ^(K ； p^p 2 ) 




== r yS ) afi ( P lf F 2 ) -i \ r vdfaH ( P 19 g ) G ( Q-h K ) 0( Q ) X 

X (17. 5) 

这里，如上所述，在函数 r 中假定并利用前面已引入的厂 
和尸的简化记号，同时假定 

为了考察这个方程，我们首先研究方程核中的乘积 G ( Q-h 

•我们讲过 ，当& 小时，两个因子的极点相互接近.这些 
极点附近函数表现为极点项 （10.2) •把4维矢量的分量瓦和0 
按照 

①这里只脰定冇如粒子数守恒一类的普遍性质.粒子数守恒表现在图的帑介 
断面上向右通过和向左通过的线数之差保持不变（对于（17, 3) 型图的各个断面，这个 
差等于零）. 
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( 17 . 6 ) 


K = (<Dy k) ， Q= ( 沒 0 , 兑） 

表示出来，于是在这个范围内，可 写成： 
O ( Q ) G ( Q - hK )^ Z 2 lq 0 - v F ( g ~ TF ) 

+ i<5i] -1 [ ❿ -ci ? ― Vp (I <5 + fe I h — p^) + i 占 2 ] ― 1 (17. 7) 

式中 心为无 穷小附加项，它们的符号（在极点附近)根据下式 
确定： 

signa^signC^-^), (17 8) 

sign 6 2 = sign( | g + fc I — • 

A 和& 的符号决定极点在复变量％的上半平面或下半平面 
上的配置.由于极点间要紧夹对 d % 积分的回路（实轴)，积分方 
程的核(随之方程的解)将出现奇异性，为此，极点应位于回路的两 
侧，即位于不同的半平面上. 

我们首先假定 q k>0, 即 cos 0> O , 这里0为分和 fc 的夹角. 
如果 Q< Pf , |« + &1>心，于是4 +办1>?,并且4和心具有不同 
的符号(1<0,<5 2 >0),这是由于 A 的微小性等价于 

fp — hcosO < Cq < iPF » (17. 9) 

在 (17. 5) 式中进一步对 d % 求积分时,可以用无穷远的半圆周（在 
上半平面或在下半平面全一样)将积分路线封闭起来，这时，积分 
便决定于被积式在相应的极点的留数.同时，由于 （17. 9) 的间隔 
狭窄（当 ft 微小时)，在积分号下厂和尸的因子中可取 ㈣ ，相应 
地对于各极点的位置来说（当 ho 微小 时 )： ?o = 0. 

换言之，在积分方程 (17. 5) 核中极点因子的乘积 (17* 7), 就 

其本身所起的作用的意义来说,相当于&函数： 

Ah(q Q )b(q-p F ) f 

其中系数4由如下积分 决定： 

_ Z^dqodq _ 

J [妁一 〜 (g — PF ) + i <5 i]too + Q — v F (|g + fc | — 记2]* 

当 g 位于 （17. 9) 间隔之外时，则两个极点位于复变量？0的同一个 


# 
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半平面上,而对<1如的积分围道在另一个半平面上封闭，我们知道 

积分将为零.但在 (17. 9) 的区域内，在其中一个半平面上封闭积 

分围道，并对这个半平面上极点的留数计算积分，我们 求得： 

f _ 2jriZ 2 dg _ 

J co — \ g-\-k J — g) + iO 

[注意，在(^幻的区域内^。，^〉。].因为按条件 (17.9),g 〜 
所以可取 k+fc|—g-^cos0, 再考虑到 (17. 9) 的两侧界 
限, 就有： 

A _ 2jt\Z 2 hcosO 
< 0 一 hvp cosO 

用同样方法不难证明，当 cod<0 时，也可以得到4的这个表 
达式(但 iO 的符号不同，这时应在 q > f V9 \ Q + k \< p p 的区域内进 
行积分).画此，方程 (17. 5) 的核 中有： 

G ( Q ) G ( Q ^ K)^(SzJPrl + p ( Q ). (17.10) 

6>—V/4 • fc + iO • signer 

式中写出 Ifc 以代替二 g/g), 函数炉(当小瓦时)不包含 5 
函数部分，因此其中可以取 K = o . 

将 (17.10) 式代入 (17. 5) 式，我们得到下列形式的基本积分 
方程： 

厂; Pi，P2) = 尸 yd ) afi (^ 1,户2) 

-i \ r Y ：, a ,( P i 9 Q )< p ( Q ) r MSii 0 ( K ; Q 9 P z ) 

+ T y ^(PuQF)r n ^K ； Q F9 (17.11) 

在最后一项中作 代换： d i Q = q 2 dqdo l dq , (这里 d …为 I方向上的 
立体角元），并对 d ? d 以取积 分消去&函数.在这一项的函数厂和 
戸中，宗量<?取费米面上 的值： Qf ^(0 9 TfD - 

应注意到方程 (17. 11) 的核中因子 ffc/O - 的特殊 
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性质：当 k — o , 0)40 时，它的极限与这时比值 cy / i 所趋近的极限 
有关.因而方程的解亦将具有这种 特性： 函数厂 （ K ; i ^， p 2 ) 当 
瓦时的极限依赖于6> 和 fc 趋近于零的方式. 

我们以厂穴表示极 限： * 

r ? d , a 0 ( P lf 7> 2 ) = 1^厂_夕（幻户】，戶 2 )，当左/6)—0 (17.12) 

K -^0 

(在 S IS 中我们将会看到，准粒子相互作用函数恰好与这个畺有 
关).当以这种方式过渡到极限时， （17.11) 式中最后一个积分项 
的核变为零,所以满足 方程： 


^YAfafiC^ 3 1 ，尸 2) 


d 4 Q 


■^ydfa Pz)-i\p if Qy^CQ^^ndtCfiCQf *^ 2 ).( 2 ; 


注意，由于 (15. S ) 式，则 


1 ，户 2) — 2, Pi). 


(17.13) 


(17.14) 


由 （17.11) 和 (17.13) 两个方程可以消掉 r . 消掉后结 果为: 


v 3 ， ap(K ; P 1 ， i*2) = 厂％ ，却 （•？” 户2) 

z 2 vl 


(2jt) 


^ yC 9 ccx(P 19 Qp ) l ^ 9 Qfs ^ 2 ) 


l^kdo 


一 Vpl *fe 


(17.15) 


事实上，如果在形式上将 3) 式写成 T = Lr % 则 （17. id 式可 


写成: 


Lr =^ r + 


Z 2 P 2 f 

(2jt) 3 


•i 


Tr 


i*fe 


co~^VfX * fe 


do 


将 r = 代入上式，并将算符 Xr 1 应用到等式的两边，便得到 
(17. 15) 式. 

现在我们按照下式引人函数厂* : 

尸2) : =11111厂—邱（欠;尸 1 ，户2),当0/及—0 (17. 16) 

这个函数(乘以2 2 )正是向前散射幅（即的跃迁），它 
相应于在费米面上由准粒子产生的真实物理 过程： 即留在该表面 
上的准粒子的碰撞引起无能量改变的动量变化，因此过渡到动量 
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传递为零 cfe—0) 的极限，应在能量的传递严格等于零 0=0) 的情 
况下进行.前面引入的函数 r' 相应于动量传递严格等于零 （fc 
=0) 时小能最传递的非物理“散射”的极限情况. 

在 (17.15) 式中，取0 = 0,再过渡到 fc = 0的极限，并以 Z 2 乘 
等式的两边，则 得： 

z 2 r k Yi ^(P if p 2 )=z^r% iia ,{p u p 2 ) 

(17.17) 

因此，存在一个联系向前散射幅两种极限形式的普遍关系. 

函数厂的反对称性质 (15. 8), 给出 P l -^ P 2 时/^和厂 • 行为 

的一个信息.在该等式中，取 A = P 2 , 06=見我们 得到： 

r YdiCt% (P x -\-K 9 P X ^K ； P u P,) = 0 (17.18) 

(这里不对 a 求和!）①.在此等式中，应谨慎进行向厂•或厂"的 
过渡，因为在厂》和厂中，首先取尤= 0,而在 (17.18) 式中，则首 
先取 P l = P 2 . 

同时令1和尺一 O q , s ) 都是小量.这样，除图 (17. 2) 
以外，下图也将是危险的： 



因此，当足，^—0时，函数 r y _ 将依赖 T 两个“特殊” 宗量： 

x = —, y=- g ° + -g- 

左， 9 |s + fe| 

当 r = ¥ 时， 18 ) 式表示该函数变为零.我们来研究费米面上 
厂的值；这时 o 二如=0，因而 y = 0. 所以只有当 : r = 0 时，在这 

①当只考虑准粒子自旋之间的交换相互作用时，所有厂73,„„ 中仅仅厂不 
等于零.这个论断表明，散射时自旋矢量具有不变性.此 论靳也 可以直接根据 （2. 4) 
形的丧达式来验证. 
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个极限上才有等式 (17. 18). 换言之，在费米面上等式对于是 
成立的： 

厂 KA , A )=0 (17.19) 

( N . D . Mermin , 1967). 

§ 18 . 顶角函数与准粒子相互作用函数的关系 

正如在定义单粒子格林函数的(7_ 9) 式的矩阵元的结构中，包 
含粒子数为 N ±1 的中间态一样，在构成双粒子格林函数（矩阵元 
(15. 1)) 中，也包含粒子数为 iV 、 iV ± l 、#±2 的中间态①. 

由于存在粒子数为 W ±1 的中间态，双粒子格林函数的极点 
与(？函数的极点（即与准粒子能量)是一致的.但是，所对应的各 
因子，已在 （15. 7) 式中以显形式被分解出来.因此,以这个顶角公 
式所定义的函数厂，只具有对应于粒子数为 I 和 W 士2的各态的 
极点.这些态的动量矩与基态的动量矩之差为0或1,因此相应 
于这些极点的元激发具有整数自旋 (0 或 1), 所以它们遵从玻色统 
计.换句话说,顶角函数的各极点决定费米液体能谱的玻色支. 

由粒子数不变的中间态产生的极点，相应于元激发是零声量 
子.在图技术中，中间态相应于各图的不同断面，它们在图的某些 
外线之间将图分成两个部分.在这种情况下 ，粒子数不变的诸中 

间态相应于图 （17.3) 的各断面，它们分别截断连接相邻的 r 单元 
的一对实线；在这些状态中，粒子数的不变性表现在穿过断面两侧 
的线数是相同的.通过这种截面所迁移的4维动量是 ：（<? + 尤 ) 一 
© = 因此，粒子数不变的元激发则相应于变量为 K 的顶角函数 
厂(幻&，&)的极点. 


①例如，粒子数为#的状态在2 1 乘积的算符序列 f 3逆 t 逆中出现.而粒 
子数为及+ 2的状态，相应于这样的序列. 
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在前面[推导 （以_ 10) 式时]我们看到，在 4 维矢量 Q 和 G + if 
中的两个动量 g 和 q + k ， 其一应大于边界动量 ^ V ， 而另一个应小 
于以. 从另一方面来看，当基态激发时，在费米球外的只能是“粒 
子”，而在球内的只能是“空穴”.就此意义可以说，费米液体中的 
零激发,可看作是粒子与空穴的束缚态®. 

相应于 N 士2 个粒子中间态的元激发[它们相应于函数厂 
( K ; P U P 2 ) 对变量 A + P 2 的极点]，可以看作两个粒子或两个空六 
的束缚态.但是,这种状态的存在(第五章将要说明)，将使费米液 
体具有超流性，因而也需对图技术的全部數学工具作重要的改变. 

因此，为了确定费米液体非超流能谱的玻色支，应当研究变量 
为冗 = 的顶角函数厂匕)的极点.每取一个 fc 值， 
对应于极点便有一定的能量 Q = cy ( fc ), 于是就确定了这些激发的 
色散律.对于弱激发态,《和 fc 都小，因此可以利用已得到的在 K 
为小值的区域内函数厂(幻 PuA ) 的方程. 

在函数厂的极点附近，方程 (17. 15) 的左边及其右边的积分 
是非常大的 il ; 而项仍是有限的，因此可以略去.其次 
应注意，在方程 (17. 15) 中对函数厂进行的运算没有涉及到变量 
Pz 及下标#和心即它们在方程中只起不重要的参量作用.最后, 
我们来研究在费米球面上的函数即取巧=(0, p F n ) } 其中 n 为 
单位变矢量.基于所有上边这些论述，我们作出这样的结论 •_ 确定 

费米液体中的声激发，归结为求下列积分方程的本征值 问题： 

&(«)= 謝 0,0 〜 (0^^. CL8. D 

式中为辅助函数. 


①就问题的这种提法来说，在形式上与量子电动力学中（见第四卷§〗22)电子 
和正电子束缚态能级的定义有许多共同之处.特别是，方裎 （17. 4— 17. 5) 类似于第四 
卷的 Bethe—Salpeter 方程 （122.10—122.11), 
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为改造这个方程，引入如下新的函数以代替 

V v «0 i ) = — — ^ j - X vcl ( n ) 9 (18. 2) 

CO — Vptt * fZ 

这时，方程 (18. 1) 取如下形式： 

( a ?— 〜 n . fc ) v va ( n ) 二 « w ( n , n , ) v (#: ( n / ) do , 

(18. 3) 

(记号 i 换成 n '). 

这个方程的形状，同费米液体振动的动理学方程 (4.10) 完全 
一致.将两个方程作对比，可导出准粒子相互作用函数与函数厂" 
之间的下列对应 关系： 

/ vw (^ n ^ Vf ^) = Z 2 r^ t ^ ( n , n '). (18. 4) 

因而弄清楚了函数 / 和准粒子散射性质之间的关系①. 

等式 （18. 4) 将/与非物理散射过程幅联系起来了.现在利用 
公式 （17. 17) 得出/同费米面上准粒子的“物理”向前散射幅之间 

的显示关系，我们把该散射幅表 示成： 

A va ^^( n u n 2 ) = Z t r ^ a ^ ( n l 9 n 2 )* (18.5) 

在费米面上，关系式 （17.17) 取如下 形式： 

9 竹 2) 

=/v 以 -邊^[/心 ( tibnOAv / n ',%) 盖 •（18. 6) 

函数』 和/的自旋关系可以用泡利矩阵〃来表达.在一般情 
况下，这两个函数可以包含四个矢 量打^化, 0^0* 2 的任何标量组 
合.但如果粒子间的作用是交换相互作用，则可容许的标积只是 
和 ovcr 2 . 这样，函数3和/[如在 (2. 4) 式中对待/的作法 

一样]可 以 表为： _ 

①上述的一般推导属于 JI . J . 朗道的工作 <1958). 稍早一些， A . B . Mnr - 
呀 H 和 B . M . “皿@尬对具体的（17.3)型图进行求和,从而得出弱非理想费米气体 
的动理学方程.应当指出，在气体情况下， G 函数中（在零级近似下)不存在非极点项, 
因而也彳(存在消除这些项的问题., 
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n 2 ) =F(6)d av 8 0d + G0)(r vec ^ &Pi 

^ V F 

~~ ^Yi,ap (n 】， n 2 ) ^B{6)d av 8 p& + G(6)cr va -o- s ^ 

: V F . 


(18.7) 


其中系数只是 n ! 和打 2 之间夹角 0 的函数.将这些函 
数按勒让德多项式 展开： 


B (9) = 2 (2 l + l ) B l P l ( cos 9 ) f •, (18.8) 

I - 0 

将 (18. 7—18. 8) 式代入 (18. 6) 式，并算出积分(这时利用勒让德多 
项式加法定理)，可得： 

B l = F l ( l ~ B l ), C l ^= G l ( l - C l ). (18. 9) 

这些公式建立了/和4的展开系数间的简单代数关系. 

由稳定性条件 (2.19-2. 20) 可导出类似的关于系数的 

不 等式： 

Bi <1 9 C l < l . (18.10) 

此外，这些系数还满足由公式 (17. 19) 得出的关系式； 

5(0)+0(0)-0 

co 

或 ^ l (2 l + l )( B l ^ C l ) = 0. (18.11) 

1=0 

等式 （18. 9)、 （18.11) 连同条件 （18.10) 足以证明一个有趣的论 
断: 在一切稳定的费米液体中，至少有一个(寻常的或有自旋的)轴 
对称的零声支 ®. 


§19. 格林函数微商恒等式 

在有关格林函数的数学工具中，格林函数的微商和准粒子散 
射幅之间的某些恒等关系起着重要作用.这些关系式的推导都是 


①见 N. IX Mermin,PA^s. iiet?, 15D, 161 (1967). 
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同样的，即算出在某一虛设的“外场”影响下格林函数的改变，而该 
外场对系统作用的结果预先是已知的. 

因此，首先要算出在任意“外场”影响下格林函数的改变 

隼 

这种场在哈密顿 li 中的对应 项为： 

(19. 1) 

其中祕为某一算符，它作用在 r (也可以和时间《有关)的函 
数上. 

当有外场存在时，格林函数已与两个4维动量鬥和 P 2 有关. 
在图技术中，这种外场可用新的图元素——外虚线来 表示： 

-^- 巧 

并且这种线相当于因子 

-~ihU(P 29 P i ) = -i(e ip i J &^e- ip ^d 4 X. (19. 2) 

> 

外场对于精确格林函数的第一级修正可表为两个骨架图之和: 

I 

»巧一__ 、 ■ 乃 + _ (19. 3) 

其中所有实线 —— 粗线为精确 g 函数， 小圆为 精确顶角函数 ( ir ). 
将该等式以解析形式写出来,则有 

bG fia (P z ， P^-G^P^hUiPuP^G^Pd 

-iG p ,{P 2 )G ea {P,)\r, itU (P 29 Q; P u Q 2 ) 

m 

X hU(Q 29 苔务， (19. 4) 

并且 ©2 + ^ z ^ rQi * 

我们感兴趣的头两个恒等式与律系中粒子数守恒有关.这一 
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性质表现在系统哈密顿景中 0 算符是成对出现的，即对每个宗量 
X ，算符，（ X )和 v ( x ) 各出现一次. 

现在对0算符进行规范 变换： 

^ a (X) = t f a (X)Q- ix < x \ t ： = t r a + e ix < x \ (19. 5) 

式中/( X )为实函数①.根据前面指出的哈密顿量的性质，如果 
屯 遵从“薛定谔方程” （7. 8), 穸'则遵从作如下代换的薛定谔 方程: 

△-( ▽-陶 2 , 

当；为无穷小量时，方程的这个改变相当于给哈密顿量 
附加一 “外场： 

hO = ~~^- + ^( AhX +2( VhX ) V ). 

特別是,如果 

5^(X) = ReC^ 0 e-^ J ), K^(co y k) 

(并由干以后的运算具有直线性，因此记号 Re 可以略去），所以 

SU(P 29 P i )=i(2^yx 0 h^(P z -P 1 ~K)^co-^k(p 1 + p z )}. 

(19. 6) 

另一方面，由#算符 

构成的格林函数与由算符构成的函数之 差为： 

hG aP (X u X 2 )= iG aP (X l 9 X 2 ) [bXCXO- bX(X 2 n, 

或以傅立叶分量表示： 

S^(P 2 ,P,)=f bG afi (X u X 2 W< p ^^ p ^d i X l d A X 2 

- i lG ap (P,)-G afi (P z ) ] bX(P z -P x ), (19. 7) 

式中 

( P 这类似于量子电动力学中的规范变換（见第三卷 ）（111,8_1 U ,9). 
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hX(P)^ ] i bZ(X)Q ipx d i X^ (271)^^ (P-K). 

因此，同一个改变 bG 邱 可表为两种形式： （19. 7) 式和 (19. 4 ) 
式[需要将 （19. 6) 式的&£/代入后者）.使这两个表达式相等，（经 
过 G a ^ Gb a , 代换和重新表示某些变量之后）我们 得到： 

b a ,LG(P+K)-G(P)1 十 Z)(?(P) ^ —0+ fe，(2 2 ^ +fe " 

b a , + i\r fi ^ d (K;P f Q)G(Q)G(Q^K) 

嘩 

~ , fc '(2 q — fe)l d A Q I 

2 ^ \(2 ^yy 

在这个等式中取①、 fc —0 时的极限，便得到待求的恒等式; 

这时 

G(P + K) ~~G(P)^cJ^ +k~ (19. 8) 

OPq op 

[式中外， P )]. 在 A / a — o 的条件下取此极限， 我们 得到第 
一个恒 等式： * 


{G^P)}. [I 厂 ip^ a , aa (P, (?) {G^Q )}, 


d 4 « 

(2^ y 9 


(19. 9) 


这里引入了记号 

咒)，当 0 时. (19.10) 

co,h 

用类似方法，在 o / S — 0的条件下取极限，我们又得到一个恒 
等式： 

〜每二 : ⑼⑽核 U—i j> fiS,aS ㈣ 礓 


參 


{ G 2 ( Q )} 


d A Q 

{ 2 tz )^ 


(mu) 


* 


9Z " 



其中引入了类似的记号作 2 CP)；k 

下面来研究系统加上如下恒定场时格林函数的 改变： 

h(/^-bU(r)^Uo^ r . ( 19 . 12 ) 

当 fc — o 时,这个场在空间缓慢地改变，因此可以把它视为对系统 
有宏观性影响.根据外场中的热力学平衡条件，应有 M + SC /二常 
量（见第五卷§ 2 5);这就是说，当 fc ^ O 时化学势//改变一个小量 
— U Q . 格林函数相应的改 变为： 

hG ae (x 1 ,x 2 ) = —u 〜 d 9L x A-. x ?\ 

它的傅立叶分量[按 (19. 7) 式的定 义]: 


hGa, (P 2f PJ = -(27tyb^(P2-P i ) Uo d ^ (Pl) . 

ou 

另一方面，格林函数的这个改变也可以按公式 （19. 4) 计算，这 
一 次在公式中取 

hU(P 2 , P 1 )=-(27t) i U 0 b^(P2-Px-K) 9 (K^0 9 k). 

在此情况下(恒定场，三0)，向 fe ->0 的极限过渡相应于 
的情形.结果得到恒 等式： 

~ ~~ 设 2 (尸 ) } fc i 厂 CP 9 Q ) 

(19.13) 

最后，上一恒等式的出现，可作为系统伽里略不变性的结果. 
为导出该恒等式，我们来研究动坐标系中的液体，此坐标系以随时 
间作缓慢变化的微小速度来运动.变换到这个 
坐标系，等价于给系统加上外场,外场的算符 为①： 


① 变换到动坐标系时，需要在自由粒子经典拉格朗日函数1 =咖0/2中作代换: 
0—1；+?)«;，于是出现一个小增量 ( 当如>很小时)5厶=似?40^相应地[见第一卷 ( 4 0. 7)], 
哈密顿函数增觉为&汗 = — p 4 u ;, 在量 f 力学中该增量相应于算符 (19. 14). 
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ht/ = — = i&w • V 


(19. 14) 


或在动量表象中， 

bU(P 29 P l )-=~Pr e w,(2^yb^(P z ^P } ~K), X::(o> ， 0), 
此表达式必须代入 （19. 4) 式，然后取极限 0. 

另一方面，当时，这里所指的是从一个惯性参考系向以 
恒定速度&加运动的另一参考系作伽利略变换.如果液体有能量为 
e ( l >) 的元激发，那末在以速度相对于液体运动的参考系中，这 
个元激发的能量将为 e — 因此在新的参考系中，频率 h 

应以 & + !>• 的组合形式出现在函数中（于是，使函数的 
极点移动一切)，这样一来， 


bO = P • 


do 

dp 


0 


并且我们求得恒 等式： 

( P ， Q ) 

^{O 2 (0)}.^4 - (19.15) 

下面我们要运用上面得到的恒等式，特别是，运用于自由变量 
P ^( Po f : P) 在费米面上的值为 p 〃二 （0, pp ) 的情形.将因子0 
(P) 从恒等式的右边移至左边，同时把 WP ) 的微商换成 G ~ l ( P ) 
的微商；这时在函数 G(P)GCP + D 中以什么方式趋近干皮 — 0 
时的极限便是无关紧要的了. 

另一方面，在费米面附近格林函数决定于本身的极点项，因此 


O '^ iP ) =去[卩。— Vp (罗 — 沪尸)]， 


从而，在该表面 上有: 


①对照下面私3中更详细的讨论 4 
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控 :! 二丄⑽- 1 —〜 dp F 

dp 0 Z 9 3ju Z d/i * 

结果，例如恒等式 09. 9) 和 （19. 13) 在费米面上分别取如下 形式： 


61 

fi 5 9 ad 


(Pf ， Q) {g 2 (Q)} 


d 4 Q _ 


(2jv) 4 


-i ) 3 




(19. 16) 


k 


^(Pf, Q) {G 2 (Q)} k 


d 4 Q 


(2tt) 






(19. 17) 


§20. 极限动量与密度之间关系的推导 

前几节得到的诸关系式，对朗道费米液体理论的基本命题能 
够给出彻底的 证明： 即断定极限 动量化 与液体密度 N / V 之间的 
关系，可由适用于理想气体的同样公式 a 1) 给出. 

这里证明的主旨在于，当化学势 p 的变化为无穷小时，可独立 
地计算#和^的改变，然后再将它们作对比. 

根据 (7. 24) 式，作为（在给定的体积7中）化学势的函数的总 
粒子数，可由下列积分给出： 

iV-~2iFHm o fG(P)e- i ^^4, P=(p Qf p). 

因而微商 

1 dN_ 0 . [dG(P) d 4 P 

\ dfi (2 tt ) 4 "* 

由干这个积分当 h 大时 （Ihl 4°° 时， 3673/ zcol / W ) 具有收 
敛性，因此在被积式中已不需要写出因子 e _ ip 。、 将恒等式（19_ 13) 
(对《 =卢的值求和）中的 30/3/2 代人积分后，我们 求得： 

+jVcp)} ， cp ， 2 ⑽ 


( 20 . 1 ) 

( 20 - 2 ) 
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为简便起见，式中厂 =厂^^ 以下计算的目的，是将等式的右边 
部分只用沿费米面的积分表达出来. 

首先，用 (17. 17) 的表达式(其中将记号分 P 换成代替上 
面的第二个积分中的厂* : 


2 iJ > 2 ( P )} 


1 dA r _ 

■ A 

V dfi 

d 4 Pd 4 a viz 


d 4 P 


{2n) 


> 2 ( p ) W , ©){_)}* 

曇 


( 2 jt ) 8 v F {27t) 




j {G 2 (P)} k n tt am {p 9 s P )ru £y (s F ,Q) 


(20. 3) 


我们首先变换最后一项.这一项的被积式中，只有最后两个 
因子与 Q 有关； 它们对 d 4 g 的积分决定于公式 (19.17)( 在费米面 
上， S 為、， 因此这一项取如下 形式： 

其次我们记起，对 d 4 P 取积分时, G ( P ) G(P +兀)的极限值应按 
(17. 10) 式的意义来 理解； 所以而 


1 


Vr dp F 

Z dju 


r« 


{ G 2 ( P)}k = { G 2 ( P )} 




2mZ 2 

v F 


& (Po) & (20*4) 


作此代换之后， 则得: 




v F {2^t) 


1 — 


Vf _ 


Wi\ 


{ G 2 ( p ) w , 〜) 


d 4 Pdo ^ 

~(2 ^r 


— BmF 


其中，根据 (1&4) 式引入了准粒子相互作用函数，并利用了 （2. 6 — 
2. 7) 式中由函数表示的表达式 F 上面的横线表示对 
do /4 a 求积分.剩下的对 d 4 P 的积分，可由公式 （19. 16) 给出，然 
后对 do s 求积分又得出因子因而 (20. 3) 式中的第三项 等于: 
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聲 - 钟-^叶 


( 20 . 5 ) 


用类似的方法来变换 （20. 3) 式中的第 二项: 先根据 (20. 4) 式, 
用 {PCP)^ 和 {(? 2 (G)}：L 表达 {G 2 (/ >)}* 和矽 2 (0}*，此后再运用 
恒等式 （19. S) 和 (19. 16). 因而这一项等于 


2i | 翁晶 - 卟仍机黑 


vl^yi 
v ^?\ \Z 


1 1-F . 


( 20 . 6 ) 


由于土⑺时 G ^ O , 所以对求积分时，第一个积分变为零. 


最后，将 （20. 4) 式代入后，得出 （20. 3) 式的第一项 

2if{C? 2 (P)} w 4^r- + ^-!-. 


(2jt) 


v P n 


(2(X 7) 


现在把所有的贡献 (20, 5—20. 7) 都加起来，我们 求得: 


丄 dN -Vl d PF I Vf Z U 

V dfi 7t z d/z n z v F l 

另一方面，在 (2.14) 式中取 


勢& (1 + F)j. 


( 20 . 8 ) 


dn 


F 


bn, =g b ^ 咐 H 


不难 得出: 


^ t = VF(1+F) ， 


(20. 9) 


我们强调，在推导 (2. 14) 式时还没有利用； v 与 N / V 的具体的依 
赖关系，因此我们有权在这里利用此关系式[指 (2. 14) —译注]来 
寻求上述依赖关系[等式 （20.9)]. 当然，此式也可以借助于推导 
(20. 8) 式时用过的那些关于顶角函数的诸关系式得出来①. 

考虑上面的等式我们看出， （20. 8) 式中的花括号变为零，所以 


①有效质置公式 (2.11) 可惜助关系式 (17.17) 以及等式 （19.11) 和 （19.15) 推导 


出来， 
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d N _yl ^ d 
dju V rc z dfi d/u 


8 jt 

3(2 jt ) 


( 20 . 10 ) 


当 iV / r — O 时，我们研究的对象则是气体，因此在这个极限下 ， h 
与 N / V 的依赖关系不管怎样都应与气体的一致.用这个条件可确 
定积分 (20. 10) 式时出现的常数，于是最终我们得出了所求的关系 


式 （1. 1) 




N — S7tf F 

T~3(2^) 


§21. 近理想费米气体格林函数 

为了举例说明图技术的应用方法，在§ 6中用通常的微扰论 
予以研究过 [ B . M . rajiHUKHfi , 1958] 的模型范囤内，在这一节中 

我们将运用图技术计算近理想费米气体的格林函数.注意这里所 
说的气体,是指粒子间具有斥力作用的气体,只要最终计算结果仅 
含散射幅，则§ 6中描写的方法便允许将微扰论运用于这种相5： 
作用. 

§14指出过，求格林函数归结为计算自能函数 2^( P ). 在 
微扰论的一级和二级近似下，自能函数由 （14. 9) 和 （14.10) 图的集 
合给出.在此，把它们画成如下 形状： 



CP 

I + 
I 

P4 — U P 

(b) 



(2 L 1) 
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图 （21.1 a -6) 包括一级图 （14.10 fl )、（14. 9幻和 二级图 （14. 106 
一 c )、（14. 96 — C ); 后者与前者的区别，只在于对内实线的修正；这 
些实线在图 （21. 中是以粗线表示的，因此它们所对应的不 

应是理想气体格林函数而应是修正到一级项的函数 A 最后, 
(21. 1 c 一幻是 （14. lOd — e ) 的二 级图.所有的图经过变形，使其结 

构性质变得更为明显；这就是四外线图的“梯形”级数之前几项，在 
四外线图内有一对外线按不同方式相互“短路”. 

现在我们开始计算图 （21. 1«).它的解析 式为： 


-i^(P)la-\U(Q)G(P~Q) 


d 4 Q 

(2jt) 4 ’ 


(2L2) 


Q=(qo,Q), P=(<o,p) 

(其中省略了公共因子 U . 我们首先对求积分.但是，由 
于因子 三 U ⑷与 q Q 无关， 而当 | t 400时 6 Y co 1/^0,所以必 

须预先明确积分方法.为此，需要回顾图 （ 2 1. la ) 的来源，并注意 
图中的实线对应于同一个算符^内一对0算符的收缩.这就是 
说，穸和心取在同一时刻,并且当收缩时於 + 位于少的左边.换 
固之，在坐表象中产生的 G 函数，取在£ = 1 2 — > — 0. 在动量 
表象中，这意味着对 (21. 2) 式中的被积式添加一个在纟 4 — 0 时取 
极限的因子 exp ( — igd ). 现在利用公式 (7. 20), 则得： 

[- i^ a = ^ U ( q ) N ( p - q)-^ ZJ (21. 3) 

式中 W ( P ) 为粒子的分布函数. 

傅立叶分量 G ( q ), 只当时才显著地依赖于 g 的大 
小，这里 O 为场 r ( r ) 的作用 半径； 这些 g 值(对于稀薄气体来说） 
显然比 h 大得多，如果限于数值 I ? 一 则对于这些 <3 (值 
将有 N ( p - q )^ O r 因此 (21. 3) 式中的可以换成7(0)，并 
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从积分号下提出来 ® .剩下的积分等于气体密度 《( aO 的一半(给定 
自旋投影值！），因此 [2 ] a = — /2. 

实线自身封闭的图（21.1&)给出了[2] & = «(")1/(0).所以，两 
个图对2的贡 献是： 

L^la,b=^-n(fi)U(0) = —n(^)a, (21. 4) 

乙 Tli 

式中《为根据 (6. 2) 式定义的散射长度. 

(21. 4) 式中也含有全部一级效应.在这种近似下，应理 
解为理想气体密度 n < 0 )( M )， 因此， 

^ (1) =[^ J ( a \\ = — n <°>( fi ) a . (21. 5) 

m 


为了进一步计算，我们引入作为辅助记号的函数它由下列梯形 


图 定义： 

尸 

尸 4 8_ 




(照例,其解析形 式为: 


( 21 . 6 ) 


iF v w ( P 3 , P 4 ; A , P 2 ) 二 + F ( 2 >)， (21. 7) 

其中 - iUiPs - P ,), (21. 8) 

iF<^ = [G^(P f )U(P 1 -P f )G^(P 1 ~{~P 2 -P f )U(P f ~~P 3 )^^ ri . 
J (2; r ) 4 


(2 L 9) 

将两个图 （21. 1 c — (0 展开，并用尸 (2> 把它们表达出来， 可得： 
L ~ S ( Pn Cfd ^-^ G <° HQ ) F < 2 >( P , Q ; Q,P)^y 

+ 2\g<°HQ)F^(P 9 Q ； P f Q)^~y (21. 10) 

[其中以 P ( l ) 代替 ^ (2> 后， 由这两个积分可得出 （21. 5) 式].两个 


①于是不难看出，允许误差的相对数蛰级〜〔抑 r e ) 2 , 因此就连押 r 。 以下於改 
量级的项也影响不到， 



积分前符号的区别与图 (21.1 幻中封闭圈的存在有关；第一图中的 
&因子给出而第二图中的 b 因子给出 = 

现在来计算 F <2) . 由于 £/( ⑺与？ D 无关，所以对 d〆。 求积分 
归结为如下 积分： 

°° G (0 > (P f )G^ ) (P i +P 2 ~P , ) 4~- 

* —oo 2i7t 

将 (9. W 式6^>代入这里(并考虑到 I % I ~>co 时积分是收敛的)， 
我们在复数〆0的半平而上用无穷大的半圆圈来封闲积分围道； 
这时，只当两个函数6〜的极点位于不同的半平面上，积分才不为 
零，即 

slgn(p f =sign( |p t \^p 2 ~p , | ~Pf), (21.11) 

最后我们 得到： . 

尸( 2 )(尸 3 , P i ； P 1 , P 2) 

=；_ ’_ ^(Pi—p f )U(P f ~p 3 )s\gn(p f ~p F ) _ 

o>i +a) 2 + 2" — ^~[i >/2 + (Pi +P 2 —J>') 2 ] +i0.sign(〆 一 办 ) 


d 2 p f 

•益， （ 21 . 12 ) 

(式中 吻三外 。).同时，为了自然地考虑到 （21.11) 式的 
要求，在被积式的分子中应作如下代换： 

sign ( p f — p F )~^ l ~ B ( p r ) — ~ hp 2 — p f ) 

其中 e (/>) 为阶跃函数 ( i 」 o ). 

我们在§ is 中已经看到，梯形图级数确定(真空中)双粒子相 
互散 射幅. 因此 ( 2 i . i 2 ) 式包含对故射幅各一级项的修正.将 
(21. 8) 式的 F ⑴作如下代换后,就能计算这个修正： 

^(p3~Pi)~>~~~Ref(p 3f p t ) 
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(其中 / 为精确到二级的真空散射幅) ①，同时从 pm 的表达式 
(21. 12) 中减去它的真空中数值的实部，即当 仏 二0, = 0 时 ，数 
值它们分別相应于两个真实的碰撞粒子 
的能量 (图的“物 理”外线）.此后便可以用能量 为零时 的值， 即用 
散射长度《，去代换一 Re / ②.所以 将有： 

F ^{ Pz 9 P,l Pi , F 2 ) = -(^) 2 * 

'L_ [l~Hp r )~0(P^p2-^P ， n __ 

Oi + o > 2 十 2/ i — H - (Pi + P2 — J >') 2 ] 十 iO . signC〆 一 f F ) 

—P - T — 2 ~~ 7F ^-— - r 2^\^ K -3 - (21.13) 

第二项中的记号 P ， 表示取主值 积分； 这是利用规则 （8. 11) 分离出 

脅 

积分 实部的结果. 

因为 （21. 13) 式对 R 和 P 2 是对称的， （21. 10) 式中的两个积 
分相等，因此 

L - i ^( P )-] Cr ,= { G ^( Q ) F <^( P f Q ; P f Q ) 

将 (21. 13) 式的第一项代入上式时,如果 

sign ( 〆 一 p F ) = — sign (^ — Pf ), (21. 14) 

则对 d 《。 的积分不等于零，因此被积式的两个极点 t 新处于以的 
不同的半平面上.将 （21.13) 式的第二项代入时，只有因子 Go ( Q ) 

① 切勿将本节中的/与准粒子相互作用函数相混淆 I 

② 在 (21. 12) 式中不能进行这种代换， 因为 〆 很大时，将使积分发散.但施泞 
了上述减法之后（当 P 〜外时)积分做该代换豇已收敛，因而叮以进泞这冲弋涣.只 
减去积分的实部（和应地换戍 Re/) 是为了避开与散射幅虚部有关的 困难. • 因为 
当动量很小时 Re / 按动量的偶次幂展开，而 hn / 按动量的奇次幂展 JP (见第三卷 
§132). 所以考虑/ 的动证 浓赖芜系时，将得出和对数量级为的咨正，即这 
个修正是可以忽略的.而将 t / 换成 一4; r // m ， 则需考虑/的虚部，这时将得出相对数 
适级为的修正. 
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与以有关，利用公式 (7. 23) 可求出对 dg Q 的积分，并给出 
( q ) ——理想气体粒子的分布函数，即阶跃函数 0( W . 将 （21. la 
~~ d ) 全部图的贡献汇聚起来，结果我们 得到： 

2( a >, p ) (co f p) p (21.15) 

m 

式中 

2，, p )= x ( D * 

x ff [i-o(P f )-e(P+Q-hp f )l[e(g)-e(p f n _ 

0 )+jU + 士 [g 2 —p /2 —(f> + g —p') 2 ] +i0.sign(〆 一 h) 

_p _ 2 m 6 ( q ) _ 

J 2 -^q 2 — f 2 +(p + Q—p f ) 2 j(2jr) 6 " * 

(21.16) 

l ： 积分号下第一项分子中的因子 e (《） 一 e (/), 可换成满足条件 
(21. 14) 的 一 sign(g — A )]. 

我们首先指出，2具有虚部.这个虚部可以借助规则 （8. 11) 
从 （21. 16) 式中分解出来，并用下式 表出： 

— P ')] — [1 — ^( Q ) l ^( p r ) Q ( p~h Q ~ p ! )} 

x b O 十 +( 穿 2 — / 2 _(/> + q—//) 2 ) 

Im 

(21. 17) 

[考虑到 o 2 oo ^ eoo , 已对花括号中的表达式作了变换]. 

准粒子能谱，可根据 （14. 13) 式计算出来，即 

e(p)= ； £ + ^ B( " )a+ 2 ( 2 ) (&u) ( 2i . i8) 

(在 s 〜中，按需耍的精确度可取 e ^ p 2 /2 m ). 复数2表示激发有 


d s qd z p f 

(2jt) 6 




10 } 


_ 


衰减存在 

出现这种衰减，表明准粒子是不稳定的,这种不稳定性与准粒 
子可能有实际裂变过程有关.准粒子可以放出自己的部分能畺， 
并靠它产生准粒子对(粒子和空穴).作为例子，我们来考査 (21. 
17) 式积分号下花括号中的第一项.根据阶跃函数的性质，如果 

p r >p” \Q+p~p f \>pFfq<? F f 

则这一项不等于零.这几个不等式对应于这样一种 过程： 在此过 
程中，初动量为1>(?>仏）的准粒子转变为动量为女的状态 (？> 
〆 >仏)，并且有 P ~ P f 的动量传递给费米球内（动量的粒 
子，后者被激发到费米球外动量为 Q + P ~ P f 的状态;这种转变相 
当于出现了动量为 一 q (空六)和 q + p — P ' 的两个新的元激发. 
(21.17) 式中的&函数，表明在这个过程中遵从能量守恒定律，其 
中 <o + ! i 起着准粒子初始能量的作用： 

e ( p )= e ( p , )-\- le ( q J \- p - p , )— e ( q )'] ' 

(此处，在一级近似下，只要取 e ( l >)=： p 2 /2 m 就够了）.按照上面 
指出的意义，以该等式定义的能量 e ( p ), 确定相应于费米球外 
( e > AO 的准粒子. 

与此类似， （21.17) 式中花括号内的第二项，是准粒子对产生 
于空穴的过程.此项给出了能量为的元激发的衰减.用图 
技术语言来说，所以可能产生准粒子对，表现为可能用三条实线 
(其中，两条方向相同，第三条沿另一方向）将 G 函数图分割成两部 
分.在图 (21. lc — i ) 中,这种分割是在两条虚线之间进行的. 

弱非理想气体情况是特殊的（与任意费米液体的一般情况相 
比)，原因在于，这种情况中的准粒子能谱，不仅在费米面附近而且 
在整个动量值区域内都有 意义： 因为“气态参数” a " 本是一个很 
小的量，所以准粒子衰减和当小.但是，这里我们只对两种 
极端情况得出最终的计算结果. 
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在费米面附近 （ Ip —: Iv )， 得到： 

Ree = fi + (. V ~ jPf ) Pf f t 

其中# 和分别由 （6. 14) 和 （6_ 17) 式决定.得出的准粒子衰 
减为： 

Ime= — ~(Ppay(p—p F ) 2 sign (y—f jf ). (21.19) 

JT Hfh 


此表达式与 (p —; ?v) 2 成比例具有明显的 来源： 所出现的一个因子 
V — VF ， 乃是动量空间一个区域（薄球壳)的厚度，产生准粒子对以 
后的准粒子动量就进到这个区域.还有一个同样的因子，则是在 
其中产生准粒子对的壳层的厚度.我们顺便指出，这些见解对任 
何费米液体都是适用的，因此在费米面附近总有 Ime 〜(: P — /V) 2 ®. 
在大动量的情况下，:?》办（但仍保持押《1),我 们有： 

⑶一 ) 2 . ⑵. 20 ) 


在两种情况下，比值 Ime ； Ros 都小.当 V 〜 时，这个比值 
达到最大值，即使在这里它〜 

最后，我们引入弱非理想气体格林函数的重整化常数值.该 


常数可用如下公式算出： 


~Z 


2_ 


d^(co 9 p) 

dco 




因而它等于 


0, p ^ p , 


Z ^ l -^( p F a )\ 


(2L 21) 


①当温度不等于零时，将这个董对热平衡分布求平均，可得出准粒子衰减与 p 
成比例的结果，关于这一点已在§1中讲过. 
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第三章超流性 

§22. 置子玻色液体中的元激发 

现在我们开始研究具有另一种全然不同类型能谱的量子液 
体，这种能谱可称作 玻色型能镨® 

这种能谱的特 征是: 元激发(液体处于基态时不存在）能逐个 
地产生和消失.但整个量子力学系统（在这种情况下是指整个量 
子液体）的动量矩只能改变一个整数.所以逐个产生的元激发应 
具有整数动量矩，因而遵从玻色统计.凡是由自旋为整数的粒子 
所构成的量子液体（液体同位素 Hd 就是这样)，在任何情况下都 
具有这种类型的能谱. 

为作比较,我们回忆 一下: 当用元激发谱的术语来描写费米液 
体时[处于基态的液体中不存在元激发(见§ 1末 )], 这些元激发只 
能成对地产生或消失.正因为如此，才能使这种谱型中的元激发具 
有半整数自旋. 

在量子玻色液体中，小动量 K 即波长比原子间距大)的元激发 
相当于通常的流体动力学声波,即声子.这就是说，这些准粒子的 

能量是它们动量的线性 函数： 

e—up, ( 22 . 1 ) 

式中 W 为液体中的声速.上式可由通常的公式 《 2 = 3 P /3 p 得出, 
而且不需要明确是在温度 T 一定或在熵 S —定的情况下取微商, 


①这种量子液本理论，是 JL l 朗道于1940—1941年随 II _ JI •卡皮査发现 
液氮的起流性之后创建的.这些发现，给全面发展现代量子液沐物理奠定了基础， 
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因为时,也有 ^->0®. 

玻色液体中的元激发数，当 r —0 时趋近于零，并且在低温情 
况下，由于元激发的密度足够小，因而准粒子之间可以看作是无相 
互作用的，即它们枸成了理想坡色气体.所以玻色液体中元激发 
的统计平衡分布可由玻色分布公式(其中化学勢等零，见第8页脚 
注) 给出： 

tt(p) = [e* ⑻ /;r — 1] (22. 2) 

利用这个分布，并知道 KP ) 在 P 很小时的侬赖关系，就可以 
算出液体接近于绝对零度的热力学量，在这样的温度下，液体中所 
有的元激发事实上都具有很小的能量，即都是声子.利用固体在 
低温下热力学量的表达式（见第五卷§ 64), 就可以立即写出相应 
的公式.它们的区別只在于，代替固体中声波三个可能的（一个 
纵的、两个横的）极化方向的是，液体中只有一个(纵的）板化方向; 
因此所有热力学量的表达式都应除以 3. 例如，对于液体的自由 
能,就有： 



F = 


(22. 3) 

其中 A 为液体在绝对零度时的自由能.液体的能 i 为 



E : 

■"丑 ° + F 30 O /) 3 ’ 

(22. 4) 

而热容 i 为 


L — 卜5⑽ 8 ， 

(22. 5) 


它与温度的三次方成正比. 

声子的色散律 (22.1), 只在准粒子波长 ft # 大于原子间距时 


①在第五卷§71 J 72 中曾对固体中的元激发引入了声子的槪念.必须强调，撖 
观均勻系统（即液体）中元激发的动量是真实动量，而不是固体晶格的周期性场中那种 
准动董. 
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才成立 . 当然随着动 it 的增力 U , e 二: e ( p ) 曲线偏离了线性依赖关 
系；曲线的以后走向，将依赖于液体分子具体的相互作用规律，因 
此不可能 用一般 的形式确定. 

丫;液4中，元激发的色散律具有图2所承游 形状： 函数 e ( p ) 
在开头的一段线性增长以后达到极大值，然后开始减小并在一定 
的动量值？0处通过极小值①.系统处于热平衡时，其中大多数元激 
发的能量都在函数 B ( P ) 极小值附近的区域内，即在小 £(£ = 0 附 
近)的区域内，以及在 e ( Po ) 值的区域内.所以这两个区域特别重 
要. 在; > = P 。点 附近，函数可以按》一八的幂展开.在展开 
式中，不存在线性项,精确到二级项 时有： 

g=A +- ? -ol^-- ^ (22.6) 


式中 A=e ( 八 ) ， 为常数.这种类型的准粒子称作 旋子 . 但是 
我们强调,这两种类型的准粒子——声子和旋子，只是对应于同一 
条曲线的不同线段而已，因而它们之间可以连续地转化. 

液氦能谱的经验参量值(在密度 P 二 0,145 克/厘米 3 的情况下 
外推到零压强的值) 为②： 

tt = 2.4xl0 4 厘米 / 秒， A=8_7K, (t>cy 

p 0 / 方 = 1.9xl0 8 厘米米 （ He 4 ). 

由于旋子能量总包含比 T 大的量 A , 当温度低到可以把诸旋 
子称作“旋子气”时，后者的描写便可以用玻尔兹曼分布来代替玻 
色分布了.据此，我们从下列的玻尔兹曼气体自由能公式出发来 
计算液氨热力学量的旋子 部分： 


① 这种形状的谱线是 JI . 不朗道 (1947) 基于对液态氦热力学量的实验资料分 
析而首先提出来的；后来,这种谱线根据中子散射的实验事实已得到证明. 

* 

关于这种类型能谱的定性理论，已由费曼 （ R . P . Feyman,1954) 给出；参看后 
面456页的注解. 

② 我们同时指出，液氦在 r = 0 时的化学势之 值为： // = -7.16 K . 
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(见 第五卷 §41). 此时应把这个公式中的 I 理解为液体中的旋 
子数.但此数本身决定于热力学平衡条件，即决定于自由能取极 

小值的条件.令 dF / dN 等于零,我们求得旋子 数为： 

_ 

N ^ = V e - " r dr (22. 8) 

* 

(当然，它相当于化学势等于零的玻尔兹曼分布).相应的自由能 
值为： 

擎 

F m =-VT e- /r dr. 

_ 

现在应将 (22. 6) 式代人这两个公式.因为 所以对 
dp 积分时，可足够精确地将炉换成并将因子炉提出积分号 
外.被积函数为指数式时，积分区域可以遍及一①到①之间.最 
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后我们 得到: 


因此旋子对熵和热容量的贡 献为： 


尸旋= — ㈣ 淀. 


S^N 




(22. 9) 


( 22 . 10 ) 


我们看到，各热力学量旋子部分的温度 依赖关 系基本上是指 
数形式的.因此，在足够低的温度下(对于液氨，大约低于 0.8 K ), 
旋子部分小于声子部分，而在较高的温度下情况就改变了，这时旋 
子的贡献超过声子的贡献. 


§ 23•起流性 

具有上述类型能谱的量子液体有一种非凡的性质，称作超流 
性，即沿毛细管或狹缝流过时不显出任何粘滞性.现在我们从研 
究绝对零度时的液体开始，这时液体处于它的基态，即未被激发 
的态. 

我们来考查以恒定速度 t 沿毛细管流动的液体.由于液体与 
管壁间的摩檫和液体本身的内摩擦，会发生液体动能的耗散，因而 
流动将逐渐变慢，这样就显出了粘滞性的存在. 

最好在随液体一起流动的坐标系中来研究液体的流动，在这 
个坐标系中氦是静止的，而毛细管壁则以速度 一 r 运动.在有粘 
滞性存在的情况下，静止的氦也会开始运动起来.这在物理上是 
显然的，即液体被管壁粘附时，不可能刚开始就引起液体的整体运 
动.运动的出现必然从逐渐激发内部运动开始，也就是从液体中 
出现元激发开始的. 

我们假定在液体中出现一个动量为能量为 M ?) 的元激 

发.于是，液体的能量 A (在液体最初处于静止的坐标系中）就等 
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于这个元激发的能量 e ， 而液体的动量 P « 就等于元激发的动 S 
P . 现在我们再改用毛细管处于静止的坐标系.根据力学中熟知 
的能量和动量的变换公式，对于这个坐标系中液体的能量 E 和动 
& P , 我 们有： 

E^E 0 + Po^V+^^ f P = Po^M^v, (23.1) 

其中 I 为液体的质量.将 e 、 P 代入上式以代换 E 。、 i %, 可 
写成： 

E = e-\~p , (23. 2) 

IV /2 这一项是流动液体的初 动能： 表达式£ +抑是由于出 
现激发而引起的能景变化.因为运动液体的能量应该减少，所以 
这个能量变化应当是 负的： 

€-\~p^V<0. 

当给定值时，不等式左边的量在 i > 和力反平行时具有最小 
值；因此在任何情况下都应有 e —抑<0,即 

v>— 9 (23.3) 

V 

这个不等式至少对元激发动量 P 的某些值应当是满足的.所 
以只要求出量 e /?> 的极小值，我们便得到沿毛细管运动的液体中 
可能出现激发的极限条件.从几何上来说，比值 V ?是从坐 
标原点(在平面内）到曲线上某一点所引直线的倾角 
之正切.显然，它的极小值决定于从坐标原点向曲线所作的切线之 
切点.如果这个极小值不等于零，那末当流速不太大时,，液体中不 
可能出现激发.这就是说，液体流动不会减慢，即液体显出超流 
现象. 

上面得出的超流性存在的条件，就其实质来说，归结为要求曲 
线 e = 不在坐标原点与横坐标轴相切（撇开可能性很小的情 
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况： 即曲线前方的某一点与该轴相切).因此，任何能谱，只要其中 
足够小的激发是声子的话，都会引起超流性. 

现在我们来研究温度不等于绝对零度（虽然接近于绝对零度） 
时的这种液体.在这种情况下，液体并不处于基态——它含有 
激发.这时上述讨论本身自然是有效的，因为在这些讨论中并没 
有直接利用液体最初处干基态这一情况.液体相对于管壁的运动， 
当满足上述条件时仍旧不能在液体中引起新的元激发.但是，有 
必要说明在液体中已有的激发是怎样出现的. 

为此，我们想像 K 准粒子气体”作为一个整体以速度 T 相对于 
液体作平动.作整体运动气体的分布函数可以由静止气体的分布 
函数求出，这里只要把粒子的能量 e 换成 e-p v 便可，其中 p 为 
粒子的动量.对于通常的气体来说，这种情况是伽利略相对性原理 
的直接结果，并且可以简易地借助由一个坐标系变换到另一个坐 
标系的方法予以证明.但在我们所研究的这种情况下，不能直接运 
用这样的论证，因为准粒子气体不是在真空中运动，而是“穿过液 
体”运动.虽然如此，从下面的讨论中可以看出，这种论断还是有 
效的. 

设激发气体以速度 r 相对于液体运动.我们来考査这样一 
个坐标系（坐标系瓦)，在这个坐标系中激发气体作为整体处于静 
止，而液体相应地以速度一 T 运动.根据变换公式 (23. 1)，液体在 
坐标系 K 中的能 a e 与在液体处于静止的坐标系（坐标系 X 。）中 
的能量 ^之间 的关系 式为： 


设在液体中出现一个能量为 £以）（ 在坐标系 足。中） 的元激发.这 

样，在坐标系 K 中液体的附加能量是这就证明了上面所作 
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的论断 

因此准粒子气体(对于单位体积气体）的总动 畺为： 

-P= pn(e 一 

謇 

我们假定速度 t 很小，于是可以把被积式按1>力的幂展开.当对 
矢量 j > 的方向求积分时零次项消失了，而 保留： 

p=— p(p.^)^lldr, 

或对1>的方向求平均后，得： 

p H > 2 扣. （23 . 4) 

首先我 f 门看到,准粒子气体的运动伴随着一定质量的迁 移:单 
位体积气体的有效质量决定于 (23. 4) 式中动量 P 与速度^之间 
的比例系数.另一方面，譬如说当液体流经毛细管时,毫不妨碍准 
粒子同管壁发生碰撞和交换动量.最终无激发气体将停止不动, 
就像任何通常的气体流经毛细管时的情况一样. 

因此,我们得出下面的基本 结论： 当温度不等于绝对零度时, 
一部分质量的液体，其行为如同正常粘滞性液体一样，在运动时 
“粘附”在容器壁上；而其余部分质量液体的行为则如同无粘滞性 
超流液体.此时极为重要的是，在“彼此”作相对运动的这两部分 
质量的液体之间没>有摩擦,即它们之间不发生动量传递，实际上, 
在研究作匀速运动的激发气体中的统计平衡时，我们 得知： 存在 
一部分质量液体相对于另一部分质量液体的相对运动.但是,如果 
在热平衡态中能够发生任何相对运动，那就是说，运动时并不伴随 
有摩檫. 

①对于坡色液体中的准粒子来说， nt >) 是分布函数 (22.2). 应注惫，起流动性 
条恰好与保证表迖式 n(e — P * t ») 对于任何能量邰正定和 ff 限的条件一致. 
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我们强调，把液体当作正常的和超流的两“部分”的"混 合体" 
来研究，只不过是便于描述量子液体中所发生的现象的一种表达 
方法而已.这绝不意味着可以把液体真正分成两个部分.正如用 
经典术语对量子现象所作的任何描述一样,它并不是完全适合的. 
实际上应当 说:在 量子玻色液体中可以同时存在两种运动，其中每 
一种运动都与自己的有效质量有关（因此这两种质量之和等于液 
体总的真实质量).这两种运动中 ，一 种是“正常”运动，即具有与 
通常粘滯液体的运动相同的性质;而另一种是“超流”运动.这两 
种运动彼此间不发生动量传递. 

因此，就流体动力学的意义来讲，玻色液体的密度可以表示 
成正常部分与超流部分之和的形式:其中每一部分都 
与自己的流体动力学速度％和*^有关.超流运动的重要性质是 
它有标 势性： 

rotx ?, —0* (23. 5) 

这一性质是下述事实的宏观 表示： 波长大的(即动量小的）元激发 
都是声量子——声子.因此超流运动的宏观流体动力学，除声振 
动之外不允许有任何其€的振动①，并由条件 (23. 5) 来保证（在 
§ 26中我们还要讨论它的根据)②. 

当时，正常部分的密度仏=0;而液伴只能作起流运动. 
当溫度不等于绝对零度时， h 由公式 (23. 6) 给出： 

—裝 > 2 dr . (23. 6) 

为了计算声子对 p „ 的贲献，我们在 (23. 6) 式中取 s = uv ： 


① 这里所指 的是： 液体是无界面的.当存在自由表面时,也可能有表面毛细波 
出视（这将使农而张力具有一定的温度依赖关系——见习题 1). 

② 在本孜程的另一卷（第六卷）中，对起流液体流体动力学作了详细的叙述. 
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(Pn) 


1 2 4jrp 2 dp 

Jf ~c 


3 «J (2 nfi ) 


进行分部积分后，得: 

C Pn ) 声 


4 

3m 


np 


4 




4jrp 2 dp 

7^)*" = 3m 2 J 


endr . 


这里剩下的积分不是别的，而是单位体积声子气体的能量；取 
(22. 4) 式的能量，最终得： 


(Pn) 


4E 2jt 2 T 4 


声 


3tt 2 F 4B% z u % ' 


(23, 7) 


为了计算旋子对 p n 的贡献，应注 意到： 由千旋子可以用玻尔 
兹曼分布来描述,所以对于旋子来说 dn/de = — n / T ， 并由 （23. 6) 
式，我们有 


(Pn) 


~3T 


^ p 2 ndr 


P 2 

3 T V 


我们假定 7 二 W ， 这时仍具有足够的精确度，并取 (22. 9) 式的％, 
我们 得到： 


(o \ — pH — 2(m*y /2 f\ A/T 

VPn?m ~ 3 TF ~3(2 jr ) 3/2 ! r l/2 ^ 3 


(23.8) 


当温度非常低时,声子对 P „ 的贡献比旋子的大得多.大约在温度 
为 0.6 K 时，两者的贡献相等，但温度稍高一些,旋子的责献就占了 
优勢. 

随着温度的升髙，越来越多质量的液体将变成正常液体.当 
达到等式 P » = P 成立时的温度，超流性将完全消失.该温度称作 
液体的 A 点，它是第二类相变点①.至于定量公式 （23. 7—23.8) 

它们在 A 点附近当然是不适用的，因为在此处准粒子的浓度变得 


①温度低于这一点的液氦，称作氦 II. 诸 A 点在 P 、 T 平面中的相图上构成一 
条曲线 . 这条曲线在 2 . 1 SK 时与液汽平衡曲线相交 . 
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大了，所以准粒子这一概念本身在很大程度上已失去了意义. 

我们还要谈谈溶解在液氦中杂质原子的行为问题；这 M 假定 

溶质的浓度如此之低，以致可以认为它的原子间无相互作用[几 
ZI . JlaMay , M . 只 . IIoMepaHHyK 1948]. 

在液体中有杂质原子存在，将引起相应于这种原子在液体中 
运动的新的能谱支出现；当然，由于溶质原子与液体原子之间的强 
烈的相互作用，这种运动实际上是液体原子也参与了的集团效应. 
这种运或可以用总的守恒动量 P 来描述.因此，在液体中将出现 
新的类型准粒子(其数目等于溶质原子数)，这种准粒子能量以00 
是动量的某一函数.在热平衡的情况下，这些准粒子的能量将集 
中在函数 bOO 的最小值附近.事实上这里所说的溶质是指同位 
素 He 8 , 一些经验资料指明，这个最小值位于 p = 0 处; 在此位置附 
近，准粒子能量为 

e 咖 （23 . 9) 

其中有效质量= 2.8 He a 原子质量. 

' 杂质的准粒子同声子和旋子碰撞时发生相互作用，因此杂质 

准粒子也包含在液体正常部分的成分之中.由于这些准粒子的浓 
度很小，它们的热分布为玻尔兹曼分布，并且它们对 P „ [按照 
(23. 6) 式的定义]的贡献可由如下公式 给出： 

( P n )^~ ~ (23.10) 

式中 NJV 是单位体积中杂质原子数. 

习 题 

1- 试求液氦在绝对零度附近时表而张力系数《对温度的依赖关系的极 
限规律 （ K. R. Atkins, 1 953). 

解： 系玫 a 是液体单位表面积的自由能[见第五卷 （154.6) 式].这个量 
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可按照第五卷的公式 （64.1) 算出来，式中频率现在与表面振动有关.在 
二维的情况下，将求和改为（对振动的波矢量）求积分，需要引人因子 d 2 A / 
( 2 ji ) 2 或 2 jr & dyfc / ( 2 jz)K 进行分部积分后，我们求得： 



ln(l 


e 


-ft 


/ t ) 


kdk 

2 jv 


% r 

4^)e Ho>/T ~l 


为 T =0 时的表面张力系数).在温度足够低的情况下，只有小频率即长 
波长的搌动是主要的，这种振动形成流体动力学的毛细波，对于这种情况来 
m f co z = ak 3 / p ( p 为液体的密度).因此 


__ % f p\ 2/3 r o) 4 / 3 da) 

a — °~4^TV^/ Jo ek /r :l • 

(式中积分具有迅速的收敛性，因此允许将积分上限换成无穷大).算出积 
分（见第五卷 S 58 脚注〉 便得到如下 结果： 



y7/3p2 / 


S 


4^ rn 4/3 a 0 2/3 




0.13 


T 7/3 p 2/s 

^</3 a 2 /J 


当温度低到可以把 g 部液体质量当作是超流质量时，这个结果就是液态 He * 


的了① • 


2. 试求运动的超流液体中杂质粒子的色散律^(20，巳知在静止液体 
中该色散律为 (?) ( J * Bardeen , G. Baym,D. Pines ， 1967). 

解： 在静止液体中 CT ==0 时）加入动量为 J> Q 质量为饥的杂质原子后, 
在液体原来静止的坐标系中液体的能£和动量分别是札= 4^(/。)， = 
而在液体以速度 I 运动的坐标系中，根据 (23.1) 式 则有： 


( To ) +Po. + m)” 2 ，P = p fl + (i/ + »j) v. 


由此可见，运动液体加入杂质原子时，其能量和动量的改变等于 

^m ==e m > (Vo) 

把 h 用 1> 表达之，我们求得： 


右杂 ( P ) — £* 0> (p — m %)) + 多幻一 


mv 1 

~T 


当小 u 值时，若精确到一次项，则对于 (23.9) 形式的能谱£$00,我们有 


«*(!>) 


V 


2 m 


本 


v*p{ 1 — 


①在费米液本(液态中，由于 T —0 时拈滞性无限增大，因而我们所研究类 
型的毛细波（如通常声音的体积波一样）是不存在的. 
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S 24. 液体中的声子 

从声波的经典图象过渡到量子表述时，流体动力学量(液体的 
密度、速度等等)都要换成用声子的消灭算符和产生算符所 
表达的算符.现在我们来推导这些物理量的表达公式. 

应当注意，在声波的经典描述中，液体密度是要受到微振动 
的，振动频率和波矢量之间的关系为二液体的速度 r 和密 
度的变化部分 p r - P ~ Po ( Po 为密度的平衡值）都是同一数量级 
的小量.波动中的液体运动是有势的，即它可以用速度标势史来 
描述，并按下式确定 速度： 

幻=▽沪， . (24.1) 

液体的速度和密度之间是以连续性方程 dp r /di^-diY(pv)^ 

— podiv 幻或 

— PoAg 9 (24.2) 

联系起来的.声波中的液体能量,可由下列积分 得出： 

M (字+载 >〜• （24 . 3) 

被积式中的第一项是动力学密度，而第二项是液体的内能；这两项 
分别是小量 I 和 〆 的平方项. 

本来我们可以完全类似于处理晶体中的声子那样（见第五卷 
§72) 进行量子化手续.但是,这里我们选择了多少不同的方法， 
它表明方法论上有某些可借鉴之处.我们首先研究用微观变量 
(粒子的坐标）表达的液体的密度和速度算符. 

在经典理论中，液体的密度 p 和质 S 流密度 i 可以表示成对 
所有粒子取和的 形式： 
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p ( r ) ^^ i m a h ( r a ~ r ), j ( r ') ^^ 2 p a h ( r a - r ) 

a a 

(^和 为粒子的径矢量和动量）；这两个函数对某一体积的积 
分,将分别给出该体积中液体的总质量和总动量.当过渡到量子理 
论时，这两个函数将换成相应的算符.密度算符具有同样的 形式: 

p ( r ) = y ^ m a 6 ( r a ~ r ), (24. 4) 

a 

而流密度算符为 

i ( r ) =~^~^]{ l > a S ( r a — r ) + 5( r a — r )/> a }， (24. 5) 


式中^—访是粒子的动量算符①. 

现在我们来求 r 和 〆 点上算符 j ( r ) 和 fKr 1 ) 的对易规则；因 

为不同粒子的算符是可对易的，所以为简单起见，我们只逐个研究 
(24.4 —24, 5) 求和式中的各项.展开对易子时，将 S(ri — 

( n - r ) 形的算符变成如下形状： 

h(r i ~r)s/ib(r i — r , ) = 6 ( 1 ^ — r ) (▽&(> — r ’）） 

+ b(r 1 ~-r)b(r l ~r , )Vi. 

这里第一项中的 V 8( r — r ') 简单地表示5函数的 梯度； 由于这 
一项里有 & (ri — r ) 因子，因而可以用 V&(r — 〆 ）代替 vAOn — 
r '). 最后我们 得到： 


)( r )/5( r ’）一/ D ( r ’)）（ r ) 二 一 i 为 — 〆 ））• (24. 6) 


①为简单起见，令系统由一个粒子枸成.可想而知，算符— ;对波 
函数 O ) 的态求平均，将得出 \ i )* ( r {)^( r ：)^ Xl ^ m \^ P ( r )\ K 采用类似的方法，算 

符 joo 的平均可给出流密度的正确表 达式： 

(S/2i){^*(r)V^(r)-^(r)V^"Cr)}. 
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现在我们根据定义 


引入液体速度算符 G 以代替 t 定义算符3和 G 的对易规则要求: /) 
和^的对易子得到表达式 (24. 6). 容易验证，为此要取 

公 （ r)/)(r’ ）一 /5(r’ ） S(r) = — i 秀 (v&(r —r’））. 

(此时应考虑到算符 />(r) 和 /)(，） 的明显的对易性).最后，取 

心 (r) = v<^(r )， 我们便得到密度算符和速度势算符之间的对易 
规则： 

<p(r)p f (r f ) — fi f (r f )(r) = —i 方 6(r —r ’） (24. 7) 

(这里当然可以写出密度变化部分的算符 fi r = P ~ fio 以代替 P ). 
规则 （24. 7) 与粒子坐标和动量之间的对易规则相 类似； 就此意义 
来说， 〆 和炉这两个量在该情况下起着正则共轭的广义“坐标”和 
广义“动量”的作用. 

利用建立对易规则 （ 24. 7 ) 的 表达式 （ 24. 4-24.5), 我们现在 
来写出二次 a 子化表象中的算符 0 和，(即把这两个算符用声子的 
消灭算符和产生算符表达出来)，同时要求它们满足规则 (24. 7). 
对此可 写成： 

Hr) (^kO k o iktr -hA k Oto~ ik - r ), 

其中 Jfc 为待定系数；求和遍及大而有限的液体体积 F 内的所有 

波矢量之値 ®. 算符 6 hy Ci 遵从下列玻色对易 规则： 

O k C£r~Cpd k ^b kk r. (24.8) 

①与粒子0算符不同，实量算符 W 是厄米的，它同时包含声子的产生算符和消 
灭算符.注意，这个性质（与量子电动力学的场算符的性质相同）与声子场中“粒子”数 
不守恒有关. 
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为了今后引用，我们注意这两个算符不等于零的矩阵元为： 

〈》& — 1 1 Ck IWfe) — 〈 Wfc| Oil—1〉= v^Wfc. (24. 9) 

式中 《 fc 为声子状态的占据数. 

然而，以下我们要用的不是薛定谔算符 < P ( r ), 而是海森堡算 
符中 ( t , r ). 只要在下列和式的每一项简单地引入频率为 co=uh 
的因子 exp (土 iM )， 便容 易从少 ( r ) 得到海森伯 算符： 

(对比§ 9的开头部分中对#算符所作的有关叙述）.密度算符， 
G , r ) 应以关系式 (24. 2) 与算符相联系，因 此它可 由同样 
的和式得出，但和式中的乘子应以 MfcPAAi 代替此后，需要 
在满足对易规则 （24. 7) 的条件下确定乘子结果得到如下的 
最终表达式： 

仲, r ) = + 咖部一叫)， 

(24.10) 

，(，，0 = ；|]<鐵) 1/2 (以一_—咖-咖-山)). 

事实上，将这两个表达式代入对易规则 （24. 7) 的左边，并考虑到 
(24. 8) 式,便得到所要求的5 函数： 







Vd z h 


—i 妨 （r 一 r ，）. 


同样不难证明，在 （24. 3) 式的积分中以云二 V 少和夕代替幻和 


〆 ,从而得到液体哈密顿量所应具有的形式: 
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A=^u%h(di6 h +\y 

其本征值等于 2««( n fc + l /2). 这正符合能量为 c = 的声子 
的概念. 

声波中的液体的能量表达式 (24. 3) 乃是下列精确表达式的展 
开式中（在零次项以后)的头 两项： 

pe ( p ) d 3 : 

[式中 e(p) 是单位质量液体的内能].在上述积分中将 x ? 和 p 分 

别换成名 = V ^ 和 P = p 0 + 〆 [:式中炉和， 由 （24.10) 式定义]，则 
该积分就可作为液体的精确哈密 顿量： 

d s x (24.11) 

(把动能算符写成对称形式以便成为厄米算符）' 并且 

极为重要的是， P 和 P 恰好是正则共轭的“广义坐标和广义动 

量”，因此必定能通过它们表达出哈密顿量.这一点可从下述事 
实 看出： (24.10) 的两个算符所遵从的对易规则 (24. 7) 是一个 

精确的规則，即在导出它的过程中，任何地方都没利用振动的微 
小性. 

这个哈密顿量的展开式中更髙级(三级以上）的各项表达了声 
振动的非简谐性，用声子图象的术语来说，就是描述了声子的相互 
作用.这些项，对于同时改变若干声子占据数的跃迁都有矩阵元. 
因而它们起着引起声子各种散射和裂变过程的微扰作用.此时, 
算符 Ofc 和本身的矩阵元当然具有前面的 (24. 9) 的形式，正如 
微扰论中通常的做法一样，这里是利用了使非微扰哈密顿量对角 
的表象.我们列出三次项和四次项的表 达式： 

* 对称形式的判据是实验，对称形式并非厄米性的必要条件——校注. 
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" xj * p fc o^( d 

2 丁 Vdp 0 


⑽， 



(24.12) 

(24.13) 


§25. 简并的近理想玻色气体 


使用接近于绝对零度时的弱非理想玻色气体模型，可明显地 
看出玻色型能谱的基本性质.在这一节里，采取类似于在§ 6 中对 
费米气体的处理方法来研究这个模型①.因而§ 6所作的关于简并 
近理想气体模型的普遍性质的全部叙述，同样也适用于现在所研 
究的情况.比如说，弱非理想性[气体参数 《( AVF ) 1/3 《 l ; fl 为散射 
长度]的条件，可以照以前的一样,表述为粒子微小动量条件 (6. 1) 
的形式 :押作 《1②. 

玻色子（假设€们是无自旋的）成对相互作用系统的哈密顿 
量，其形式与 (6. 6) 式的区别只在于无自旋 下标： 

泠= U \ p , p 2 )^ a + P 2 rd Pi d Pl (25. l ) 

(对下标中的全部动量求和).粒子的消灭算符和产生算符现在满 
足对易 规则： 

dpdp — 6pd p ~ !• 

也和§6中一样，按小动量的假定，将 (25. 1) 中所有的矩阵元 
再用它们在零动量时的值来代替，于是 

(25. 2) 


① 下面我们所阐明的方法属于 H. H . 鲍戈留波夫 （ 1947 ). 他把这种方法运 
用到玻色气体，是首尾一贯以微观方式推导“量子液体”能谱的最早例证. 

② 下面我 [门将 会看到，在简并的玻色气体中大多数粒子 （“凝 聚体”除外）都異有 
动量 p 〜?对于这样的动量，上面指出的不等式实际上是成立的. 


费 
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把微扰论川于这个哈密顿量，出发点在于下述 见解： 在01想坡 
色气体的基态上，全部粒子都处在凝聚体中，即处于能显为零的态 
上；当 P 关 C 时，占椐数三 = N 产 Q (见第五卷§ 62). 

近理想气体在基态和在各弱激发态上，占据数不等于零，但 
远小于宏观大数如 + 知=贾。〜汉远大于1的事实，意味着表 
达式 

¥ 

d 0 d 言一伽=1 

小于知、 M 的本身，因此忽略^和奵的不可对易性时，便可以把 
它们看作普通的(等于八万7的)数. 

运用微扰论，意味着现在要在形式上将 (25. 2) 式的四重求和 
按小量 、、衫 ( p #0) 的幂展开.展开式的零次项等于 

d ^ od " o ^ o^o ~ ^0 * (25. 3) 

一次项是不存在的 （由 于在这类项里不能遵从动 量守恒 定律).二 
次项为 


002 (^d- p + djdi ^ + 4djd p )* * (25. 4) 

0 


限于精确到二次量时，可在 (25. 4) 式中以总粒子数#代换 
al = N 0 t 在 (25. 3) 这一项里，应估计到更精确的关系式： 

o 

结果， （25. 3-25. 4) 式各项的和变为 


iV 2 + + 2 咖 ). 

P^O 

把它代入 (25. 2) 式,我们得到哈密顿量的下列表 达式： 

H "- ~^y~^ ° M p +3’ " c ( 々 M-* + p 2&^ip ). 

P 
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此表达式的第一项,在一级近似下决定了气体的基态能 3 S Eo , 而 
它对 iv 的微商相应:也为 r = o 时的化学势 A 

E ^ W ~ U ° 9 ^ = Y U ^ (25* 6) 

(25.5) 式中其佘各项决定了对為的修正和气体弱激发态的能 
谱. 

(25. 5) 式中的积分 CA 。， 还应当通过真实的物理量——散射 
长度 a 表达出来.这在二次项中可以直接按照公式 （6.2) 得出： 
t/ u = 4^ 2 a / w . 而在第一项里，则需要用更精确的公式 （6. 5) 表 
迖，该公式估计了散射幅中的二级波恩近似.并且这里所指的是 
凝聚体两个粒子的碰撞问题，相应地应当在 (6. 5) 式的求和中取 
Pi ^ Pz = 0 , p / i ^=— p 2 = p , 因此有： 


T7 An% z af . t 4 ： 7ih 2 a 




将此式代入 (25. 5) 式,便得到呛密 顿量: 


食 2jth 2 a N 2 / ^ 4jtfi 2 a 


V 


2nh 2 a N 


V 


2^) 


V 


'y' ^Lj ( 泠 i> 泠 -p + dj 合 + 2djd p ) 十 i-j 2m^^ p 




P#0 


(25. 7) 

为了确定能级,需要将算符作必要的线性变换，以使哈 
密顿量变成对角形.现在我们引入新的算符心，以，根据定义， 

dp — ~ ~f* VpS ^p 9 

而且要求它们满足算符‘、衫所满足的同祥的对易 关系： 

t>ptp> —6p'6 p = 0, 6 p 6p~6 p ^6 p =^S pp ^ 

不难看出，为此必定有 ： W 二 1. 考虑到这一点，就可把线性变 

换写成如下 形式： 
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( 25 . 8 ) 


量厶 P 应当这样确定，使哈密顿量中消掉非对角项（心心，， 
&、)• 经简单的计算 得出： 

L p =—i^eQO — 訓七 (25. 9) 

mu £ I 2m ) 

其中引入了两个 记号： 


«(?) = 



\ m 2 V ~ ) • 


(25. 10) 
(25. 11) 


这时哈密顿量取如下 形式: 


右 = 丑 0 + ^^ A e(p)6p6 


(25. 12) 


式中 


B 0 


N 


w 3 m 4 


臓 2 ++2 卜⑼— 点—腳 2 +$ 

p^o r 


(25. 13) 


由 （25. 12) 形式的哈密顿量和算符 6 P 、6 J 的玻色对易关系可 

a 

以 推断： M 和心 乃是遵从玻色统 L 十、能量为4/0的准粒子的产生 
算符和消灭算符.对角算符6;6$的本征值就是动量为/>的准粒 
子数 n ” 而公式 (25. 10) 决定了准粒子能量对动量的依赖关系(重 
新用％表示准粒子占据数，以区别于气体真实粒子占据数 N p ) m 
于是我们所研究气体的弱激发态能谱便完全确定. 


量私是气体的基态能 fl . 以对 Vd s p / (2; rA ) 3 求积分代替对 
离散的 J > 值(在体积 F 中）求和，经计算得到下列表 达式： 


Eq 


2, rh 2 aN 2 

mV 


1 一 


128 a 3 N 


(25. 14) 
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(李政道，杨振宁， 1957). 关于气体（当 T = 0 时)的化学势，相应 


地有: 




dE Q Arc% 2 aN 


dN 


mV 




(25.15) 


这两个公式是按 ( a 3 A 7 F ) 1/2 的幂展开的前两项.但是下一项就不 
能再用上述方法计算了.这一项应含有体积，如 Fi 而这一级的 
量值不仅与二重碰撞,而且也与三重碰撞有关. 

当动量值很大00»皿0时， （25.10) 式的准粒子能量趋近于 
f / 2 m 9 即趋近于气体单个粒子的动能. 

当动量很小时则有£〜不难看到，系数 W 与气 
体中的声速相同，因此根据§ 22的一般证明，这种表式也符合声子 

的情况.当7二0时，自由能与能量 A 相等，干是取 A 的展开式 

中的主要项，我们求得 压强： 

D __ dE _2 jt % 2 aN z 
— dV ' mV 2 ， 

而得到的声速为 w = V 3 P /3 p (式中 p = mN/V 为气体的密度)并 
与 （25.11) 式相同. 

应当指出，在我们所研究的玻色气体模型中，散射长度《—定 
是正值（粒子之间具有排斥相互作用）.这一点，在形式上由下述 
事 实就可看出，即在已得出的能量公式中 ，当 «<0时将会出现虚 

数项.条件«>0的热力学意义是，在该玻色气体模型中它必需遵 
从不等式 （3 P /3 F ) r <0. 

元激发(它们的占据数平均值为〜）的统计分布，当温度不等 
干零时可简单地由玻色分布公式 (22. 2) 得出.气体真实粒子按动 
量的分可以用算符 W ‘求平均的方法算出来.利用 (25. 8) 式， 
并考虑到乘积和60%不具有对角矩阵元这一性质， 可得: 

N p = ^ p ± IA ( 1 ^± 11 9 (25,16) 
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这个表达式，当然只在/时才成立.动量为零的粒子数为 


N 0 =N~^N P =N 


V 




-/ a 


(2 d ) 3 


N p d 9 p. 


(25. 17) 


特別是，在绝对零度时所有&=0,于是借助 (25. 9) 式我们可 
由 （25. 16) 式得到如下形式的分布函数 ®: 


N 


2 


2e(p){e(^) +p 2 /2m + wM 2 ) 


(25,18) 


(当时,的平均值与精确值 相等； 因此去掉了字母上的横 
线）.当然，玻色气体的非理想性，即使在绝对零度时也会引起动 
量不为零的粒子出现;很容易求出 (25.17) 式中的积分[其中由 
(25. 18) 式确定]，因而 得出： 


Nu=N 


u 


Na z 


nV 


(25.19) 


最后,我们还要对这里所得的能谱作以下的说 明：当 P 小时, 
微商 d^/d 炉>0,就是说 eOO 曲线从初始的切线 e = up 起向上弯 
曲.在这种情况下（见下面的§ 34) 将发生能谱的不稳定性，这与 
准粒子（声子)可能具有的自发裂变有关.但是，由于相应的能级 
宽度很小（当 P 小时与 P 5 成正比），因而并不损及在我们研究的近 
似程度下所得到的表达式. 


§26. 凝聚体的波函数 

在§ 23里我们已经谈过，在液氦中超流性的出现或消失都是 
以第二类相变的方式发生的.这种相变总是与物体性质的某种质 
变有关.在液氮处于2点的情况下，这种质变可以用宏观方法描写 


①应3衔出，具冇给定动最位的粒子数极大值 (呼 NP ) 位于多/々〜 J 刪 广附 

近， 这 mil ! dp ) 的一个极限衣达式过渡到另一个极限表达式.这种情况已 在 K 3 页 
的注解中说过了. 
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为液体超流成分的出现或消失.以更深刻的微观观点来说，这里 
所指的乃是液体(真实的！）粒子按动量分布的确定性质.正是在 
超流液体中（与非超流液体不同），有限比率的粒子（具有宏观大的 
粒子数)具有严格等于零的 动量； 这些粒子在动 显 空间中构成了玻 
色-爱因期坦凝聚体(或简称凝聚体).注意，在理想玻色气体中， 
当7 = 0时气体的全部粒子都变成凝聚体（见第五卷§ 62)，而在 
近理想气体中，也几乎是所有粒子都变成凝聚体.在粒子之间具 
有强烈的相互作用的玻色液体这种情况下，当时处于凝聚 
体中的粒子数的比率绝不能接近于 1. 

现在我们要说明怎样用0算符的术语来描述玻色-爱因斯坦 
凝聚的性质. 

对于理想玻色气体——无相互作用的玻色子体系统，它的海 
森伯0算符可写成如下显形 式①： 

r)= Z7F^ 6l，exp {^" 1> ' r "~T&' < }- ⑶- 1 ) 

在 § 25 中我们 已作过 说明： 可以忽 略算符 ％和 的 的不可对 
易性，即把这两个算符看作是经典量.换言之， （26. 1) 式的 部分沴 
算符是普通的数，这一部分我们用 H 来表达： 

(26.2) 

为了表达任意玻色液体在一般情况下的 P 算符的这种性质, 
应当指出，由于在凝聚体中总具有宏观上大数的粒子，所以当这个 
粒子数增减1时，实质上并不改变系统的状态，因此可以说，由于 
向凝聚体添入（或取出）一个粒子，结果由一定的 W 个粒子系统状 

①见 （9.3) 式.我们假设 ' Cf 本粒子是无 卩1 旋的，因此没有自旋下标.在 (26.1) 
式中，也考虑了理想玻色气体当 TzO 时化学势# = 0,因此省略了指数中-川 /ft 这 
— 项， 
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态得出了 N ±1 个粒子系统“同样的”状态①.比如说,基态仍然保 

持为基态.使凝聚体中粒子数<改变1的那部分0算 符用总 、总+标 

记，因此按定义 就有： * 

S\m,N + iy^3\m,N') 9 S + \m,N')^S*\m 9 N + iy. 

这里记号 | m , iV > 和|叫# + 1>表征系统中仅粒子数不同的两个 
“相同的”状态，而丑是某一复数.这些论断在的极限情况 
下是严格成立的.因此， S 这个量的定义应写成如下 形式： 

lim 〈 m，iV 丨总 | m, iV " 十 1 〉 = 丑， 

(26.3) 

lim 〈 m ， i\ r + 1 1 I m 9 N) 

i}^co 

这是在液体给定的有限密度值 N / V 下趋近于极限的. 

如果把0算符表成： 

穸=泠+穸'， 穸+ =总 + 十沪 (26.4) 

则算符的剩余（“非凝聚体”）部分（即 妒， ——译注）将使状态 

I % %>变为与其正交的状态，即矩阵元 为②： 

iV I 穸 ， I w , 汉+1 > = 0, N + l \ t f ^\ m , N ) = 0. 

JT -*» N-^oo 

(26.5) 

在 iV — oo 的极限下，状态 I m , #〉和 I m ， iV 十 1> 之间的差别完 
全消失,就此意义来说, S 这个量是算符0对这个态的平均直.我 
们强调，极限值有限是含有凝聚体的这种系统的特点. 

总、总+的“算符”性质不限于等式 (26. 3)，还可以认为它们与 
穸\!^ + 可对易.比如，在对基态求任何平均时，算符泫、总 + 将代 
之以即与经典量的行为相同）.我们再强调 一次： 由于凝 
聚体中粒子数是个宏观量，因而这种近似就意味着只忽略那些相 

① 添人或取出粒子,应想象为进行得无限缓慢.这样就排除了变化的场对体系 
的激发. 

② 为了避免误会，我们再不厌其烦地提醒 一次： 这些等式只对应于“同洋的”态 
之间的跃迁1 
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对数 a 级很小的量 i / N ( D . 

如果波函数的时间依赖关系决定于哈密顿 = ^ - 以， 
那末 s 这个量就与时间无关.事实上，矩阵元丑 |/ n，TV f l > 
正比于 

exp { [忍 ( # +1 )— 丑(昃 )— (iV 屮 1 ) " + iV "] !, 

但这个指数函数的指数为零，因为精确到〜 1/ W 时， ^(^ + D - 
E{N)=fx. 

在均匀的静止液体中， S 同样也与坐标无关，因而适当地选取 
该复变量的相位，容易 得出： 

S ~ s / 72o , (26. 6) 

式中 n 。 是单位体积液体中凝聚体的粒子数.实际上 ， S + 总是凝聚 
体中的粒子数密度算符,而这个算符的平均值恰好是 n 0 . 

由于凝聚体的存在，使得玻色液体粒子的密度矩阵本质上有 
区别于通常液体中的密度矩阵.在均勻玻色液体的任意状态中, 
密度矩阵以下列表达式 定义： 

Np { r X 9 r 2 )^{ m 9 N \ t ^( t f r 2 ) t { t 9 r l )\ m f Ny , (26. 7) 
而且该函数只依赖于 r = ri — r 2 这个差[见 （ 7.13)]. 将 (26.4) 
形式的0算符代入上式并考虑 （26. 3) 式和 (26. 5) 式的性质，我们 
得到： 

Np(r u r 2 ) = K 0 + Np f (r lf r 2 ). (26. 8) 

K 非凝聚体”密度矩阵 P ' 当|^一^|4^)时趋近于零;但密度矩阵 
P 这时趋近于有限的极限值〃这表明在超流液体中存在着 
通常液体所没有的“远程有序”性，而在通常的液体中当 — 

— ex 时总是 P _> 0,这就是使液体的超流相有别于非超流相的对 


①特别是，攻这种精确度时，%于系统中相差相同的（不大的）拉子数的各不冋 
状态之间的跃迁来说，应当认为箅符—的各跃迁矩阵元都相同. 

* in * 


称性质 （ B . JL 金兹堡， ；! •几朗道， 1950). 
利用密度矩阵的傅立叶分量,按公式 


N ( p)^N p ( r ) e - ip * r d 8 ar (26.9) 

[比较 （7. 20) 式]可确定出液体粒子按动量的分布.将 (26. 8) 式中 
的 P 代入上式， 得到： 


N(p) = (2jtyn 0 h(p)^N\p l (r)e~ ip ' r d 9 x. (26.10) 

带有 & 函数的一项相应于 动量严 格等于零的粒子的有限概率 • 

如果在液体中发生起流运动，或液体处于非均勻且不稳定的 

外界条件下（但该条件只在比原子间 E 大的距离上才有重大的改 

变)，那就仍旧会发生玻色-爱因斯坦凝聚，但已不能肯定液体将出 

现 p 二0的状 态. 以前根据（2 6 . 3 )式定义的 as , 现在是坐标和时 

间的函数，它具有凝聚态中粒子波函数的意义.它的归一化条 

件为 is | 2 =〜,因此可以把它表达成 

E {t 9 r) -VKo(^,"r)e i0< ^ r) . (26.11) 

因为有宏观大数的粒子处于凝聚态，这个态的波函数变成为 
经典的宏观量①.因此，在起流液体中将出现新的宏观态(其中包 

括热力学平衡态）的特性. 

根据波函数 (26.11) 算出的流密 度是： 

式中饥为液体粒子的质量.就上式本身意义来说，它是凝聚体粒 
子宏观的流密度，因而可以把它表为的形式，这里是该运 
动的宏观速度.对比两个表达式，得： 


① 这类似于每个 态中光子的 占 椐数很大时， 电破波场强变成了 经典量 的情况 
(对照笫四卷 §5). 
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( 26 . 12 ) 
m 

因为这种运动可以在热力学平衡态（用量 s 描述）发生，所以它是 
一种无耗散的运动，因此 (26. 12) 式决定了超流运动速度.这样一 
来，我们又得出在§ 23中已经提到的超流运动的性质，即 它的标 
势性.同时，发现速度势炉(在精确到常数因子时）与凝聚体波函 
数的相位是相 等的： 


(p = ^0. ( 26 . 13 ) 

m 

但是为了避免误解起见，应当强调 :虽然 凝聚体的速度与液体 
超流成分的速度相同（即使 凝聚体和起流 成分在 a 点同时出现)， 
但凝聚体密度 与 超流成分密度 Ps 彼此 绝不相同.毫无疑问， 
绝没有理由把这两个量混为一谈，混淆这两个量的错误还可以由 
下列事实 看出： 在绝对零度时，液体全部质量都是起流的，然而绝 
非全部液体粒子都处于凝聚体中①. 

§27. 凝聚体密度对温度的依赖关系 

凝聚体中 粒子数密度在 T = 0 时最大，而温度升高时密度降 
低.该密度对温度的依赖关系当时的极限规律，可借助研 
究宏观 a -—-凝聚体波函数茲的涨落来求出 （ R . A . Ferrell , N . 
Menyhard , H . Schmidt , F . Schwabl , P . Szepfalusy , 1968). 

首先应当提醒，沒是个经典量，用量子力学形式表达时，它对 
应于算符少.因此，为了计算涨落原则上应该利用这个算符.另 
一 方而，在绝对零度附近长波振动在宏观量涨落谱中起着主要作 
用.液体中这些振动乃是流体动力学宏观方程所描述的声波，因 


①事实上，液苁中凝聚体的密度，看来只是总液怵密度的一小部分. 
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而有可能独立地® S 量子化来建立对应于这个量的算符. 

在这种惜况 F ， 对 于量丑 来说，直接与公式 
(26. 13) 的超流速度势有关的相位少，在长波极限下涨落最强烈. 
我们提醒一下， P 和必这两个量都不是单值的，即可以给它们加 
上任意常数，因此，单值的 aV 。 只能通过0的微商表达，所以 
nAo 的涨落的傅立叶分量将包含波矢&的多余的幂，即对于小 
fc , 该分量造很小的. 

相位必与速度势 p 的关系，可以直接地将 O 与描写液体中声 
子分布的量联系起来.为此，我们把 史因 而&把少看作是二次量 
子化算符,并根据 (24. 10) 式通过声子的产生算符和消灭算符将$ 
展开： 


) 1 f I 

(d p e pur/K +di^ ipmr/n ). (27. l) 


(把非微扰的液体密度写成 P = 的形式，这里《是粒子数密度， 
并略去下标 0). 如上所述，宏观量 S 的算符，即算符 f 的(^波 

部分，可以表成如下形式： 

^r = Viexp(i 句， (27.2) 

式中&为凝聚体的粒子密度. 

首先，我们利诏这个公式来计算玻色液体的“非凝聚体”粒 
子(在小动量 K 的情况下)按动量的分布.在单粒子的密度矩阵 
P ( n ， r 2 ) 中，当距离 | n - r 2 | 很大时，就可以利用#算符的长波表 

达式 （27.2): 八 ^ 

i ^( n , r 2 )=<# + ( r 2 )^( ri )> 〜 ； i 0 < e - 心 ( r A - 々(〜)>• (27.3) 

这里足对给定温度 K 的液体状态取平均.山于涨落很小,应当将 
这个公达式按$的¥ M 开，这时只保留 m 儿个未消失的（二次）项. 
考虑一=必，则 得： 

Np ( r if r 2 ) 二％ — ft 。 〈名 2 ( r )> -:-« 0 〈多 （ r 2 )( & ( r !)〉. (27. 4) 
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第三项当 I — OD 时趋近于零，并给出所求的 密度矩 阵的非 
凝聚体部分(在均勻液体中第二项根本与 r 无关，它给出对凝聚体 
密度的 修正，稍后将用另一种方法计算这个修正).利用 （27.1) 
式，可将非凝聚体部分变成如下 形式： 


r 2 ) 




p 




n Q mu 

Vn 


Sj {〜 ++) eip . <ri - 


式中 


〜 = [ e p “ /r — I ]' 


将求和变为求积分 ，有: 


Np f (r[.r 9 ) = 卜 + 1/2 ip . (r] _ r7) _d^ 

’ "« J v {2nti) 


3 


(27. 5) 


当然，此表达式只对来 _ 小动量 K 即大于原子间距离) 
的贡献成立 . （27. 5) 式中的被积式可直接确定粒子按动量的 分布: 


N(p) 


n^mu 

np 


n 


p 


2 


(27.6) 


当 7=0 时，此公式 给出: 


N(p) 


n^mu 

2np 


(27. 7) 


( J - Gavoret , Ph . Nozieres , 1964)， 当 时， up 《 T ; 于是 


N(p) 


TIqUiT 


np 


2 


(27.8) 


现在可以确定凝聚体密度对温度的依赖关系.按定义，我们 


有: 


n 0 (T)^n- \ N(p) 


d 3 p 


(2jt%y 


(27』） 
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如果直接将 (27. 6) 式代入此公式，则积分由于零振动而发散.这 
种情形,与 (27. 6) 式不适用于大动量 p 有关,并意味着不能只用这 
种方法计算凝聚体在时的密度值，该密度值在这里应认为 
是给定的量.为了确定所求的对温度的依赖关系，需要从別 CO 

中减去它在时的值，这时积分已收敛.结果我们 得到： 

n o (T)~no(0) _ mu [n p d 3 p _ 

^(o) —丁 J7^p = 


mT z 


2jt 2 nufb 3 


acdx 

e^-l 


mT 2 


12nufi s 


( 27 . 10 ) 


在计算时，我们忽略了液体总密度对温度的依赖关系；由于液体的 
热膨胀（与声子的激发有关）正比于更髙的温度的幂次——穴（见 
第五卷§ 67)，所以作这样忽略是合理的①. 

最后，我们要对在研究方法上有意义的二维玻色液体问题作 
一些说明.在这种情况下， （27. 9) 式中与温度有关的积分部分，在 
小动量1>的范围内呈对数发散，而在此范围内的公式似乎 
应该是正确的.这就是说,在二维情况下，当温度不等于零时，存 
在凝聚体这一基本假设是不正确的；在此情况下，只当时才 
能有凝聚体®这里与二维晶体的情况相似（见第五卷§ 137) .例 
如，在晶体中原子位移的涨落 冲毁了 晶格，与此相似，相位的涨落 
消灭了凝聚体.两种系统在形式上相似之处，在于在两种情形下 
能量所依赖的各量都只能以微商的形式出现在能量之中.在第一 
种情况下，这是指原子的各位移矢量本身不能包含在能量之中，因 
为对于系统的整体位移能量具有不变性.在第二种情况下，这是 


①已得出的对于任何玻色液体都成立的各公式，当然与§25中得出的弱非理想 
玻色气体的各公式是一致的.在比较时，应考虑对于弱非理想气体来说而 P 小 
的条件为： p《mu 〜 fi ( cm ) '八 • 


9 


②这些论点也适用于二维理想玻色气体. 
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指凝聚冰波函数的相位本身不能包含在能量之中，因为相位不是 
单值的.事实是，能量只依赖于这些量的梯度，并且最终将导致涨 
落的发散. 

其次，我们在第五卷§ 138中已经 看到： 在二维晶体中，涨落 
的弱(对数)的发散会引起系统中相关函数的慢(幂规律）的减衰. 
与此相似，在二维玻色液体中，密度矩阵 (27. 3) 当 In — r 2 l — oo 时 
将要减小，但这里只是按幂的规律减小，而不像存在凝聚体时那样 
趋近于一个常数极限①.应当指出，这种系统由于上述原因而与 
普通液体有本质的区别，因此在二维情况下，有可能发生密度 P 
( ri , r 2 ) 呈指数递减的普通液体和呈幂的规律递减的液体间的第 
二类相变. 


§28. 超流密度在； I 点附近的行为 

在§23中已经谈过，玻色液体的超流密度的比率 A / p 随着 
溫度的升高而减小，并在第二类相变点(称做液体的 A 点)变为零， 
A 点的温度 A 是压强 P 的函数；方程 T ^ T X { P ) 决定了尸、7 1 平面 
内的相图上诸 A 点所构成的曲线. 

在第二类相变的普遍理论中，物体状态的改变是以表征物体 
对称性质的序参数的行为来描述的.对于玻色液体的 A 相变来说, 
凝聚体波函数丑就起着这种参数的作用，在§ 26中曾说过，它描 
述液体中的“远程有序”性.忍是一个复数就 说明： 序参数有两个 
分量，并且系统的有效哈密顿量（见第五卷§ 147) 只与| 2 有关, 
也就是说，对于丑 — e la S ( a 为任意实数）的变换，哈密顿量是不 
变的. 

看來有关液氦中 A 相变的实验资料 证明： 对这种相变,朗道相 


①详见 J_ 'V. Kane ， L_ Kadanoff, Phys.Bev. 155,80(1967). 



变理论得以适用的区域并不存在.因为不论在 A 点邻域的任何地 
方（即不论在范围内的任何地方）都不满足第五卷 
(146. 15) 这一判椐.因此，描述这种相变的性质耑要运用第二类 
相变的涨落理论，该理论可以将各种量对温度的依赖关系相互联 
系起来. 

序参数（因而也包括凝聚体的密度当 T ^ T x 时对温度的 
依赖关系由临界指数沒给出（见第五卷§ 148)； 

| 丑 | =^/ V 0 oo ( T x - Ty . (28.1) 

但我们更感兴趣的是超流密度 A 的行为问题，为计算/^，我 
们来研究这样的液体:在该液体中凝聚波函数的相位少在空间作 
缓慢的变化.这就是说，在液体中发生速度为 （26. 12) 式的宏观超 
流运动，单位体积液体相应的动 能为： 

(28.2) 

2 2m 

此表达式也可以用于序参数的长波涨落.根据标度不变性的 

假设，在相变点邻域决定涨落状况的唯一的长度参数，乃是涨落的 

相关半 径〜. 因而,该参数也用来确定这样数量级的距离,在该距 

离内相位少的涨落变化的数量级为1;所以，涨落速度平方的平 

均值随温度的变化规律为： 

^fcor~ 2 co(T A -~T) 2 \ 

式中 v 为相关半径的临界指数.另一方面，因为热力学量在相变 
点的特性恰好与长波涨落有关，自然可以认为：在该点的邻域，涨 
落动能 （28. 2) 与液体热力势的奇异部分一样按同样规律即 ( A - 
： T) 2 -«( 这里 a 是 热容量 的临界指数）随温度改变.因此 求得： 

p s ^!^Ps(T,-T) 2 ^oo(T,~T) 2 - a . 

从而 最后，考虑关系式如 = 2 — a (根据标度 

不变性的假设得出——见第五卷§ 1心），最终得到； 
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p s oo ( T x — T ) ( 2 _ a>/3 . (28. 3) 

此式将 A 点附近的 p a 和热容量分别对温度的依赖关系相互 
联系起来 （ B . D . Josephson , 1966)®, 

§29. 量子涡线 

裝在圆柱形容器中的普通液体，当圆筒绕自身轴旋转时,在与 
器壁的摩檫的带动下其整体最终将随容器一起旋转起来，但在超 
流液体中，只是它的正常成分才被带动 旋转; 而它的超流成分仍保 
持静止，其根据是:这种成分根本不能作整体旋转，因为这时会破 
坏超流运动的标势性②. 

但是当转速足够大时，这种状态在热力学上是不利的.热力 
学平衡条件是使 

= E — iW (29.1) 

取极小值，它是相对于转动坐标系的能量；丑和 M 分别为系统相 
对于静止坐标系的能量和动量矩（见第五卷 §26). 此表达式中 
— 这一项，当足够大时，将使 M * G >0 的状态在热力学 
上比 M = 0的状态有利. 

因此，增大容器的转速时，最终必定产生超流运动.这一论断 
与超流运动标势性的条件之间的外表上的矛盾，可用下述假设来 
消除 :这种 标势性，仅在液体中某些特殊的曲线即涡线上才受到破 
坏③.在这些曲线的周围，液体进行所谓的标 势旋转 运动，因此在 
祸线外的整个体积中 rot ^^ O , 

① 指数《和 S 对于液氦来说实际上很小 ，•所 以芦&1/3就足够精确了，因此 

② 当液体以速度 c = 作整体旋转时，式中 D 为角速度，矢径 r 是从任意点 

起到转轴计得的，此时 rotu = 20 关 0. 

⑧这个假设是由 L . Omageirl 949 年提出的，以后由费曼 （ R . P . Feynman , 
1955) 予以发展， 
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液体中的涡线的粗细具有原子尺度，从宏观的观点出发，应当 
把它们看作是无限细的线①.涡线的存在与 （26. 12) 的速度表达式 
并不矛盾，因为这个表达式假定％在空间的变化充分缓慢，只有 
当接近涡线时 A 的改变才可以任意地快[见下边公式 (20. 3)] 

与 S 23中根据玻色液体能谱的性质所作的超流运碭具有标势性 
的论述也不矛盾，因为涡线与一定的宏观大的能量相联系[见下边 
(29. 8) 式]，并且具有涡线的液体状态不能认为是弱激发态. 

我们首先从纯运动学的观点来研究涡线，即当液体作标势性 
运动时,把涡线作为速度分布中一些特殊线.毎条涡线用速度沿 

环绕这条线的闭合回路的环流值(把它表为来 表征： 

% 

C ) x^.dl = 2 jr / f • (29. 2) 

这个值与积分回路的选取 无关. 事实上，如果 G 和(7 2 是两个环 
绕涡线的回路,则根据斯托克斯定理，速度沿两个回路的环流之差 
等于矢量 rott ; s 通过 G 和 G 之间所张表面的通量；但由于这个 
表面在任何地方都不截断涡线，所以在表面的所有点上 rotz ^ = 0, 
因此积分变成零由此得出，涡线不可能 中断: 它或是闭合的，或是 
终止于液体的界面上(而在无边界的液体中，它的两端延伸到无穷 
远).实际上，如涡线具有自由.端，就表明可能用回路 C 张紧表面, 
而此表面在任何地方都不会截断涡线.因此 (29. 2) 式左边的积分 
将变成零. 

条件 (29. 2) 能定出绕涡线运动的液体中速度的分布.在无边 
界液体中具有直涡线的最简单的情况下，各流线都是圆，圆的平面 
与涡线垂直，圆心位于圆的平面上.沿此曲线的速度环流等于 
2 nrv sy 因此 


①但是这一论点并不适合于 A 点的邻域;这里涡线的粗细具有涨落相关半径的 
数量级. 

• 140 • 



V s = — 


( 29 . 3 ) 


式中 ^ 为到涡线的距离.应当指出，在有势旋转的情况下，速度随 
着远离转轴（涡线)而降低,即与整体转动相反，在整体转动中速度 
与 T •成比例地增大. 

对于任意形状的涡线来说，速度的分布由下列公式给出： 

R 3 ' (29.4) 

这里是沿涡线进行积分， fi 是从 dl 引向速度观测点的径矢®.当 
距涡线的距离小于涡线的曲率半径时，公式 (29*4) 自然近似地归 
结为 (29. 3) 式. 

我们曾经指出，公式 (29. 2—29. 4) 只是液体运动具有标势性 
的结果.在起流体中，涡线的量子本质表现为常数 K 只能具有一 
系列确定的离散值.实际上，利用经凝聚体波函数的相位0所表 
出的速度％的表达式 d 12) 便可求得％的 环流： 

OV s 'dl =—A0 f (29. 5) 

J m 

其中 A 0 为环绕回路时相位的改变.但由于波函数是单值的，当 

回到出发点时，它的相位改变只能是 2 a 的整数倍.由此 得到： 

K~nh/m $ (29,6) 

式中 n 是整数.下面我们会 看到： 实际上只有环流可能值为最小 

(« = 1)的涡线，在热力学上才是稳定的.因此下面我们将取 

K = h/m. (29.7) 

①这个表达式可以直接从熟知的直线电流磁场的毕奧 -萨伐尔公式 类推出来， 

' A tt 

将 ( 29 . 2 ) 式速度的环流与直 线电流 J 周围磁场"的环流 =^J 作比较，显 

然这两个问题具有形式上的巧合.因而将记号进行 代换： «:/ 2 , 便可以 
从一个问题得出另一个问题. 
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现在我们来求逭一次出现涡线时圆筒容器的临界转速.根倨 
对称的考虑，显然这条线将位于容器的轴线上.液体靠涡线的出 
现而改变的能 S 为： 


AE 


P 


2 


dV = ^L [v 2 s 


•2jrrdr = L p s itK 



( L 是容器的长度).这里，应当在容器的 半径& 和一定的 r 值之 

间的范_内对 dr 进行积分， r 近似等于数量级为原子姖离的在 

这种距离上宏观的分析已失去意义；由于积分呈对数发散，其数值 

对于《值的精确选择并不敏感，因此， 

*2 /> 

A 丑 — Lixps — r ln — (29. 8) 

mr a 


(该表达式所谓具有对数精确度，即不仅要求比值/?/«而且 ik 要 
求它的对数很大)①.旋转液体的动量 矩为： 

M— p s v s r^V = p s f< dF ~LjtE 2 —p s * (29. 9) 

J m 

如果 A 忍一 MD <0, 即假如 

Q > D 炻界 = 苎执 (29.10) 

mW a 

则涡线的产生在热力学上是有利的. 

由上述的一些讨论也能理解（29.6)式中《>1的涡线呈现热 
力学不稳定的原因.事实上，把数值《二1换成 《>1 时，能量 A 忍 
将增大到 n 2 倍而动贷矩#将增大到《倍;这时明显地增加. 

超过 （29.10) 式的临界值之后，继续增大圆筒容器的转速时将 
产生新的涡线，并乱当时这些线的数目就变得非常火.这 
时诸涡线沿容器的横截面趋干均匀分布，并在极限情况下它们的 


①一般地说，绕涡线的运动将伴有液体密度的某些改变.在上述计算中忽略了 
这种改变，扣 G1 出可用下述事实证 明： 由于积分呈对数发散，所以对 (29. 8) 式能量的 
主要泣敁来自千大距离 r , 但在该距离上密度的改变已经很小.根据同样原因， ili 可 
以忽略液沐内能的改变对 A 及的贡献. 
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总体将模拟液体的整个超流部分作整体旋转①.当给定火的4 
时，不难算出涡线的数目，这里要求沿环绕大数 S 涡线的回路取速 
度环流具有相应于液体作整体转动的值.如果这种回路在垂直于 
转轴的平面内包围单位面积，则 

c^ t v s r dl = v*2jt k ~2tzv-^ 9 
J m 

式中 v 是涡线沿容器横截面的分布密度.另一方面，液体作整体 
转动时 rotx ， 产2 仏 并且同一个环流也等于 2/3. 使两个值相等， 
求得： 

v — mQ / nh . (29. 11) 

涡线的出现，在某种意义上破坏了液体的超流性质.构成液 
体正常成分的元激发，这时将在涡线上发生散射，而将自己的部分 
动量传递给涡线（因而即传递给液体的超流成分）.换言之，这意 
味着在液体的两种成分之间出现了 相互摩 擦力. 

一般说来，祸线随着流动液体在空间移动.当 TzO 时，液体 
完全是超流的，而且每一条涡线元 di 都以它所在点处液体具冇的 
速度％运动.但在温度不等于零的情况下,作用给涡线的縻檫力 
将使前者相对于超流成分产生一定的移动速度. 

旋转时产生的涡线具有直线形状.但液体流经毛细管、狭缝 
等物体可以同时形成闭合涡线—— 涡环. 当流速起过一定的临界 
值时，涡坏将引起超流动性的破坏.这些临 界速度 的实际大小与 
具体的流动条件有关；但它们远小于能使条件 (23. 3) 受到破坏的 
数值. 

① 此郭不 难证明，这只要 指出： 因力涡线的数目与 G 成比例地增长[足下边的 
(29. : H ) 式 ], mn AE m = hE ~ MQ 的第二项与；成比例地增长，而第一项与 P 成 
比例地吃长 ，5;] 此当临界时可以把第一项忽略，于是，取 A £^>： j 极小适!结為 
取 if / 为扠大值，这正是液体作整体转动时所能迖到的. 
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直线形涡线能够就地停止在（远处)静止的液体中，与此相反, 
涡环能相对于液阼运动.每条涡线元的移动速度是所有其余线段 
在该线元所在点上形成的速度值[按公式 （29. 4) 确 定]; 对于弯 
曲的涡线，一般说来这个数值不等于零.结果是，涡环作为整体不 
仅有确定的能量而且也有确定的动量，就此意义讲,它们是特殊类 
型的元激发. 


习 题 

1. 试求圆形涡环的运动速度和动量. 

解: 环的每个线元都以该点上的速度*^运动，由于圆环是对称的，这个 
速度在环的所有点上都相同.因此算出在坧的任何一点尸上由所有其余部 
分形成的速度就够了.环元 di 和从 d « 至 P 点的矢径都位于环的平 
面内；所以由公式 (29. 4) 决定的 P 点上的速度垂直于环的平面（因此环移动 
时并不改变自己的形状和大小）. 

现在我们用角度0来确定线元 dt 的位置(图 3). 于是 

dl=R,dO, 72 = 2 忍。 sin 去， |di xl? | =/2sin-|-d ； 

(式中尽是环的半径），由 （29. 4) 式我们求得钚的速度 V 的表 达式： 

一 k 2 r do 

V 8/? 0 Jo sin ( 沒 /2). 

但是，这个积分在积分下限呈对数发散，必须在 e ^ a / R , 的数值处截断， 
该值对应于 P 点到线元 di 的原子距离（〜 a ). 积分以对数精确度定义在区 
域0/丑。《6>«^内,并等于 

學 = 2h3, 

£/ a 

因 ilt v = = (1) 

以同样的对数褚确度，涡环的能; t 为： 

s~2jz 2 R 2 Ps In— (2) 

m z a 

[在公式 （ 2 9.S) 中，将 i? 换为 丑。， 将 Z 换为能量 e 与速度 v 是以关 
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系式 de / d ? = ” 联系起来的，式中 p 是环的 动量. 由此 

dp = 4xc 2 p 8 ^-R^Ri) 
v m 

(若保持对数精确度，则求微分时应把太的对数看作是常数) ，所以 

p =2 jt z p 3 ^Rl 


(3> 


公式(2)、 （3) 以参数形式（参数为私）确定了涡环能景 eOO 的依赖关系. 

应注意，由于得出公式 （1) 的积分具有对数特征，这个公式（公式中的记 
号作了 一定的变更)对于任何形状弯涡线的每条给定线元的移动速度 t 仍 


旧成立 


2 i ? 0 


(4) 


这里6为垂直于涡线在给定点的切平面的黾位矢量（副法线矢最）；仄是涡线 
在该点的曲率半径； A 为涡线曲率发生变化的特征距离. 

2. 试求直线形涡线 m 振动的色散律 ：（w. Thomson, 1880). 

解： 我们选取涡线作为 z 軸，并令矢景 r = (a:，y) 表示涡线振动时线上各 
点的位移；它是2和时问*的函数，其形式为 exp[i(h—cW )]. 涡线各点 
的速度可由公式 （4) 得出，在该情况下应把此公式中的 J 理解为振动的波长 
U 〜 1/*): 


dr 


icor 


2 [n ^k R ： 


副法线矢量 b=fX n, 这里 f 和 n 分别为曲线的切线和主法线的单位矢 fl. 
裉据熟鈿的微分几何公式， #r/dP = n/7f。， 此处 Z 为沿曲线计得的长度.当 
微振动时，涡线只呈微小的弯曲，因此可以取 I 勿 zl 1=11, ( 沿;5軸的单位 
矢量）；于是 




n 2 X 


d 之 2 


— h ^ n.Xr 


因此，我们求#润线的运动 方程: 


icor ^- —n, Xrln 




若表成展幵式，上式可给出关干$和 y 的两个线性齐次方程的方程组；使这 
个方程组的行列式等于零，便捋到所求的《和^之间的 关系： 


uh l 


少 I JL 

2 ln ^ 
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§30. 近理想玻色气体中的涡线 

上面已经说过，液体中涡线本身的粗细是以原子距离为畺度 
的.然而，近理想玻色气体在这方面可作为一个例外.在这里，涡 
线“芯”的介质性质有显著的变化，在下边我们将看到，这个芯具 

冇宏观的粗细，而且它的结构可以用宏观的方法来描述 （ B.JL 
rnH 36 ypr , JT , n . rtHTaeBCKH ^ 1958; JI . FL FlHTaeBCKHH , 1961; 

E _ P . Gross , 1961). 

现在我们来研究温度为绝对零度时的弱非理想气体.在这种 
气体中，几乎全郃气体粒子都处于凝聚态.用0算符的术语来说， 
这是指算符的“非凝聚体”部分(步 '） 小于它的平均值，即小于凝聚 
体波函数丑.如 果完全忽略这一小的部分，则函数 丑与全 算符步 
一样满足同一个“薛定谔方程” (7. 8). 对于无自旋粒子来讲,只考 
虑粒子对的相互作用时，方程具有如下 形式： 

+ 5(t,r')\\S(t,r')\ 2 V(r-r , )d 3 x , . (30.1) 

这里认为 函数五（《，，） 在原子距离内变化是很小的，我们可以将 
它[以 S ( t , r ) 代换后]从积分号下提出来，于是该积分归结为 

V ( r ) d 3 x - t / o . 苒代入数值 M = [见（2匕6)式]，式中《是气 

体中粒子数密度的无微扰值，结果得到 方程： 

二一十％{忍旧 (30. 2) 

at Zm 

处于稳定态时，沒与时 M 无关①.相应于直线形涡线的 解为： 


0) d 力程 d 1) 对应 子心密 顿量土 A T /U 


鲁 
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= (30.3) 

式中 r 和穿分别为到涡旋轴的距离和绕该轴的极角.这个函数 
的相位对应于 (29. 7) 式的环流值. 

I 

0.5 


图4 

平方! s 2 | 是凝聚体中的粒子数 密度； 在我们所研究的近似下，它 
与气体总密度是一致的.当 CO 时气体总密度应趋于给定的数 
值《，而函数/相应地趋于 2. 

弓 I 入一个无量纲变量 Wr 。， 我们得到关于函数/(9的 
方程： 

Td'(#)-F +/ - f=0 - (3 °- 4) 

图 4 表明由方程 （30. 4) 用数值积分法得出的解.当时方程 
的解与 I 成正比地趋于零，当 i~^oo 时 则解接 /=1一（1/2。 的规 
律趋于 1. 

参数 r 。 决定涡“芯”半径的数量级.现在引入散射长度以代 
替"。，按照 （ 2) 式中％ 求得： 

r 0 〜? r 1/3 ”~ 1/2 》?r 1/3 , 

式中^ = 为气体参数.如果气体参数足够小，则这个半径实 
际上大于原子间距. 





147 • 



习 题 

试求近理想坡色气体中的元激发谱，这里将元激发谱看作是凝聚体波函 
数微振动的色散律. 

解： 现在来研究 H 在固定平均值附近的微 振动： 

丑 =% /1+ Je i(fc •门 0 +£*e—Muo, 

这里 A 、 B * 是复数微振幅.把这个表达式代入方程 (30.2), 使它线性化并将 
带有不同指数因子的各项分开，则得方 程组： 

[licoA=~—A^rnll ^{A+B) , 

I Zm 

— =^B^nU 0 (A+B) P 
( 2m 

其中 ？===觖. 由此令方程组的行列式等于零， 求得： 

㈣ 2 KS 2 +fr^。. 

此式与 （25. 10) 式相同. 

§31. 玻色液体的格林函数① 

玻色液体格林函数这一数学工具的建立，在许多地方和费米 

液体的同类工具类似.这里不再重复全部讨论，但我们首先引入 
一些基本定义和公式，并且着重指出它们的区别.这些区别既与 

不同的统计法有关，也与凝聚体的存在有关©与本章上述几节 
一样，现在也假定液体粒子是无自旋的. 

在定义玻色液体格林函数时,应当把算符表成 (26. 4) 式，并将 
凝聚体部分从海森伯#算符中划分出去.格林函数用非凝聚体部 
分算符并根据 


① 在 §3] —33, 35中用的是单位 = l 的单位制. 

② 将格样函数这一数学方法运用于具有凝聚体的玻色体系统,属于 C. T. DejiaeB 
(1958) 的工作. 
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G ( X u X 2 ) = - i ( Tt f ( X l )^ rl + ( X 2 )> (31.1) 

定义，这里还用栝号 〈…〉 表示对系统的基态求平均， T 7 是编时乘积 
记号.但这与费米子的情况不同，现在置换各0算符以使它们排 
在需要的位置上时并不需改变乘积的符号，因此有与 (7. 10) 式不 
同的 形式： 

(< t r ( X l ) t r + ( X 2 )) 9 t l > t z ； 

iG(Xt,X 2 ) = ]\ f … m 2) 

(<^[ + ( X 2 )^ r ( X 1 )} 9 t l < t 2 . Z) 

平均值同 （31. 1) 式是一样的，但应以全0算符代替非凝聚体部分 
算符,于是应 得出： 

- i <7 T ^( X I )^ + ( X 2 )> = - in 0 + ^( X 1 , X 2 ), (31. 3) 

式中 n Q 为凝聚体中粒子数密度①.在均匀液体中，函数 G 当然只 
与差值有关. 

非凝聚体密度矩阵 〆 ,可通过格林函数按照下式表达 出来： 
Np i { r l 9 r 2 ') +0, r 2 )=\ G(t = —0, r ) (31- 4) 

[注意，与 (7. 19) 式的符号不同].其中当 [=6 时，可得到非凝 
聚体粒子数总 密度： 

^ r ~ n 0 =^ iG(t = — 0, r =0) (31. 5) 

[比较 a 19) 式]. 

现在还按照公式 a 21-7. 22) 变到动量表象中去.函数 G ( w ， 
1>)的归一化可用下列公式表出 •. 

f=«o + i (31. 6) 

[比较 (7. 24) 式]. 

对于动量表象中的坡色体系格林函数，可以得到和§8中对 
于费米系统一样的展开式.经完全类似的计算，首先得出 公式： 

①像对待费米系统一样，我们将研究在给 ^ 化学势"值(而不是给定况）的情况 
下玻色系统的状态.相应迪，（7«1)式询—/这个差起着系统的哈密顿1：的 

作用，这时 P 算符的凝聚体部分与时间无关. 
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0 ( co f p ) 


(2 jt ) 3 X ][ 

m ^ 


Pm) 




B m b(p — p m ) I (31 7) 

^E 0 (N) rE m (N~l)^fx-iOy . 


其中 

A m = |<0 W(0) |?n>| 2 ,^ m =- |< m|^ ; (0) |0>| 2 
[ f ( r ) 为非凝聚体的薛定 if 算符]①.为了导出这个展开式的最 
终形式，我们 指出： 在粒 子数# 不变的情况下，坡色系统的激发能 
最和基态能量的恒为正的差值便定义为该系统中的激发能量 
e m ( N ), 考虑到忍。 ( iV ) 十"〜私 （I 十 1), 因此 求得： 

E m (N \ 1) —E q (N) — 十 t) — E^N +1) 

= e m ( N + l )> 0 9 

二 ^t(W—1)>0. 

但是添入或取出一个粒子,只在相对数量级〜$的各项上系统的 


性质才发生变化.对于宏观系统来说，这些项小得可以忽略，闪此 
应当认为激发能〜 (# 士 1) 和〜 (#) 是彼此相等的.所以，最终 
求得： 


G (^ p ) 




( 2 ；r ) 3 2 [ Amd ^ P SZ.^nl 

"- 十 lO 


CO — € 


Pm) 

⑦十—⑴ 



(31, 8) 

从而用获得 (8. 14) 式的同样方法不难 求出： 对于玻色系统，格 
林函数的虚部永远是负的： 


①公式 （31.7) 对应于公式 (8. 7). 因为粒子无自旋，所以现在没有1/2这一因 
子，注意 ，（31. 7) 式第二项前的符号与 （8. 7) 式不同 • 
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lmG ( a > 9 p )< CO ^ (31. 9) 

格林函数当 o >— > oo 时的渐近形式仍旧和费米系统的倩况 
一样： 

/>)~ ^1 / o , 当 1 0 t > | ~>oo 时 (31. 10) 

[比较 （8. 15) 式].在推导这个结果时应考虑如下对易 规则： 

^(t,r 1 )^ + (t,r 2 )-^ + (t,r 2 )t(t 9 r l ) = d(r l -r 2 ). 

此式现在是以算符穸和穸 + 的对易子代替反对易子①. 

其次，进行如§8中所作的讨论，可得到一个主要结果，即格 

林函数的各极点确定元激 发谱： 

= (31.11) 

而且只应取这个方程的正根；和 （8. 16) 式不同的是，这里不需要从 
e 中减去 V . 

在自身的极点附近，格林函数具有下列形式： 

G (< o , p )^ t Z L 、 , Z + >0, Z _<0. (31.12) 

co^eip) 

极点留数的符号与 ^ 的符号一致，这一点是根据 (31. 8) 式中系数 
Am . B m 的正定性得出的[但留数的大小不受任何类似于在费米系 
统情况中 （10. 4) 那样条件的限制].和§ S 中的作法一样，利用表 
达式 (31. 12) 不难 证明： 不等式 （31. 9) 自然保证准粒子衰减系数的 
正定性，也就是说，当 e 值向复数区域移动时，需要的符号是 一 Im 

s>0. 

非凝聚体粒子可能进人凝聚体以及进行相反的过程，除函数 
(31. 1) 之外，还将使玻色系统格林函数这一数学工具中自然也出 


①在函数0的定义中分出去分算符的凝聚体部分在这里是无关紧要的 ，因为 3 
函数 M «)(5( p ) 在动量表象中对应于 (31. 3) 式中的常数项 一 in 。， 它并不影响 （31. 10) 

式 * 
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现如下函数(我们在 § 33 中将会看 到)： 

iF(X 1 ,X 2 )=^(N~2\T^ f (X l )t f (X 2 )\N} y ( 31 . 13 ) 

iF^(X ]9 X 2 )= ： (N\T^ t+ CX l )}P l+ (X 2 )\N-2y^ 

=〈#+ 2 1 T^P I+ (X 2 )\ N). ( 31 . 14 ) 

其中跃迁矩阵元相对于系统中总粒子数而变化，记号1 iV > 表征 iV 

个粒子的系统的基态 [(31. 14) 式中最后一个等式在精确到数值〜 

1/ W 的情况下是成立的，对比131页上的脚注).这样定义的函 

数 P 和 F +, 称作反 常袼林函数. 现在我们来 证明： 在均勻并静止 

的液体中，函数 P 和 F + 彼此相等. 

同函数 G —样，均勻液体的函数 P 和 W 只与差值— 

叉2 有关①.此时，由于置换 X :和叉 2 只能改变乘积中算符的排列 

顺序,而排列顺序总会由編时手续建立.所以 

F ( X )^ F (~ X ). ( 31 . 15 ) 

当然，由此 得出： 在动量表象中 F 也是本身宗量的偶 函数： 

F ( P )^ F (~ P ). (31.16) 

其次， F 和之间确定的关系，是由静止液体海森伯#算符的下 
述性质得出的结果 

①函数尸与时间之和#1 + ^2无关，这一性质与哈密顿量的定义式^^==义— JU ; 

中含荷 一 P > 这一项有关.因而由不同泣 子数系 统能置本征值之差可消去这 一项： 

E H~2) — E iN) j dN~2fi 

相应地从算符 & 的矩阵元中消去因子 exp 〔一 + 

@这个问题，可用下述方法证明_箅符夂，的的一切不等于零的矩阵元都能 

定义为实量〔见第三卷（ 6 4. 7—8)]; 就此意义来说，这两个算符都是实的，即 

I . 因此薛定谔0算符 

i >(. r )= V -^^ a p Q ip ^ f 

P 

A *# 

具有 ^+( r )=4(- f ) 这一性质.由此也可得出海森伯算符 

l P (J ， r) = exp(i//^)i^(r)exp( —ii/O 

的等式 ( 3 〖. l 7 )， 这是容易证明的，只要注意下列亊实 即可： 对于无自旋相互作用系 

统，哈密顿纟:丑是实抱沈矿=丑），由于系统是各向同性的，所以//(一>，） = H ( r ), 
但是，餛耍强调一下:治密顿最具有实数性，其盘思是指，在液体中不存在宏观超流运 
动.对于玻色凝聚系统，心咨颌量故赖 T 宏观参悬——凝聚本波函殽五.在运动液体 
中，这个参量是复的，随之哈密顿量也是复的（但自然都是厄米的 
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— r ). (31.17) 

甓如说，令因此有： 

i/? T+ (x 1 ,x 2 )= 〈 iv+2i^n)r + (x 1 )|iv> = 

= <iV| 多 n) ㊉ + (X 2 ) I W + 2> = 

= <iV|tf"( — XJ 穸’ （一 X 2 )|iV + 2> = 

=in— m 2 ). 

歲 F+(X)=F(-X). 考虑 (31. 15) 式，从而得出所求的 等式： 

F^(X)=F(X). (31.18) 

将函数通过0算符的矩阵元表达出来后,便可以得到类 
似于 (31.8) 式的1>)的展开式，因而也可以阐明该函数的极 
点问题；但在这里我们不研究这个问题.仅指出 ：函数 F ( o , l >) 的 
极点与函数 GO ,/>) 的极点相同. 

在本节的最后，我们将算出理想玻色气体的格林函数首 
先应当 指出： 因为在这种气体的基态,所有粒子都处凝聚体中，所 
以非凝聚体粒子的消灭算符 W 作用到基态波函数上，将使该波函 
数变成零.因此函数 r ) 只有当 Z = M — 《 2 >0时才不为零. 
[根据 （31. 2) 式,如果产生算符 W + 首先作用的 ffi ]. 

虽然对干理想气体来说化学势 P = 0,但在这里把化学势 M 视 
作预先未确定的自由参量时，我们不能使^=0；这一点,对于在图 

技术中进一步将函数应用于任意液体时是很必要的，在这样 
的液 体中# 恰好起这种参量作用.与此相应，算符 r ) 可 

写成 

!^i(f,r)=^2dpexp [i + 

(31.19) 

[与 (26. 1) 式只差指数因子一].按照 （31. 2) 式，将此表达式代入 
G ⑼ 的定义式时应 注意： 当取平均时(即取对角矩阵元），只有乘积 
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和 dj 〜能够给出不等于零的结果；但因为在气氺的基态时 P 
关0的粒子的一切状态的占据数都等于零，所以 

然后以通常的方法由对1>求和过渡为求积分，则得 •• 


G (0 > O , r ) 


卜 i 


j* 


exp 


i^+i^^-hipr 


d 3 p 


(2jt) 


当 O >0 时 


0, 当 i <0 时; 


(31.20) 


从而对于动量表象中的格林函数，有 




G( 0 〉 (o>, P) == — i 



cxpi — i — — t + i/xj + i<5>( }di* 

o \ 27/1 


积分时应借助于公式 


囑 


oo 




(31.21) 


(在被积式中引入因子 e ^ S 其中^>0,此后取 A —0 时的极限) 


最终 


G<°>(co,p) 


P 


2 m 


+ ju + i0 




(31. 22) 


至于函数则对于理想气体来说尸〜00=0,根据定义 
(31. 13) 式这是显而易见的，在 （31.13) 式中两个算符消灭了非凝 

聚体的粒子.因此在动量表象中也有 

F <°>(^ J >)-0. (31.23) 

此等式表明这一事 实：当 T = 0 时，只是由于相互作用才出现非凝 
聚体粒子. 


习 题 

试求声子场的格林函数，该函数定义为 

D(X l9 X 2 )-DiX, -JC 2 )-- KTp ， (X t )p f (X 2 )>, (1) 

式中角括号表征按场的基态求平均； 〆 为（24.]0)式中的密度算符，编时乘 
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积可按 (31. 2) 式的规则展开. 

解： 把 （24. ]0)式代入定义 （1) 肘应注意：因为在某态上声子状态所有 
占据数都等于零，所以只冇平均值 (亡* ^£> = 1不等于零.然圮由对 fc 求和 
变为求积分 ，得： 


D ( t ， r ) 


ph 


i (k*r^ufct) 


6 ^k 


l\u (2/r)3 ， 

这里指数中的“一”和 “ + ” 两个符号分别对应于〖>0和 i < 0 的情况（积分中 
对于《<0的情况，积分变量进行了 变换： k —- k ). 被积式（无因•” 
时)就是函数 D ( hr ) 按坐标的博立叶展开的分量.同时也按时间将函数分 
解，便得到动量表象中的格秫 函数： 

D(co f k) ㈣ d^ + 

2\u J o 

借助公式 (31. 21) 求出积分，则得： 


1 + ^ 


f 


D{co P fe) = 

( 4 r 


o)—wA + iO co^-uk — iO 


pk 1 


—« 2 A 2 + iO 


§ 32. 玻色液体的图技术 

下面建立用于计算玻色系统袼林函数的图技术，这和在§ § 
12—13中对于费米系统的作法是一样的.同以前一样，我们来定 
出图技术规则.这个系统分子间的成对相互作用以如下算符 描述: 

(32.1) 

具有凝聚休的玻色液体的特点，首先在于全部海森伯0算符 
都应当表为穸: S 的形式，其中，为非凝聚体部分，沒是凝 

聚体波函数，对于静止液体来说，丑只是一个实数作这样 
的代换之后，算符 （32.1) 可以分解为由四个到零个算符!连 

同相应的补充数因子的各项所构成的级数. 

① 应当 强调： 因为这今量是从精确的海森伯4算符分出来的，所以阶是 r=o 
时液体中凝聚体密度的精确滇， 
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rh § 12 屮关于变到相互伤用绘最的所有叙述仍然完全有效, 
而借助维克定〗 1( 与以前不同的，只是现在在求平均的乘积中置换 
0算符不需要变号）可以将得到的表达式实行进一步展开.但是 
算符 (32.1) 分解成各种不同项，它们将导致在费曼图中出现新的 
图元素.我们可以立刻写出最终的动量表象中的这些图元素. 

在图的每个顶点上，同以前一样汇聚了三条线： 一 条虚线[相 
当于具有4-动量 q ) 的因子一沿⑹)]和两条粒子线—— 
一条入射线及一条出 射线. 但这时应当将凝聚体粒子和非凝聚体 
粒子区别开来.各实线现在对应于非凝聚体粒子，这种线[具有4- 
动最 P = ( o , p )] 同以前一样对应于因子凝聚体粒子 
线，则以波纹线来表示；用这些线来描述4-动量 P = 它们相应于 


因子①.因此，出现了四种形式的 顶点： 


V 

V 

I 

V V 

(32. 2) 

< 1 , 

\ 

( b ) 

(i > 丄 



(带有一条或两条波纹线的顶点称作不 完全顶点). 在每个顶点上 
必须满足“4-动量守恒定 律”； 因此在顶点&和 c 上虚线的4•■动量 
与实线的‘动量是相等的，而在顶点^上4-动量等于零.波纹线 

永远是图的外线，即与图相连桉的 U 是线的一端，而另一端则保 
持自由. 

格林函数 C ?( P ) 的定义中的每一个图都有两条4-动量 P 的实 
外线(入射线和出 射线） ，此外还可以有一定的偶数 条波纹 外线;各 
图中的入射外线和出射外线的总数是相同的（以此 来表达 系统中 
凝 聚体和 咕凝 聚体粒 子总数的守恒性).像对于费米系统一样(也 

0) 更准确地说,入射到顶点的波纹线相应于因 子三， 而出射线相应于囚子 S *% 
山于5是 A 实数;所以这两个因子实际上是相 同的， 



因为间样的理由——见§ 13), 只有不能再分解为两个(或更多个) 
不连通的子图的图才是允许的.但与费米系统情况不同的是，这 
里要改变共同符号的定义规则，按这种规则，沿中所含的图都有 
相同的符号（即取消65页上的规则 3), 

图中的每一条虚线在自己的两端都有完全的或不完全的顶 
点.但这不会是 (32. 2(0 类型的两个顶点，因为其中连一个实端线 
也没有，这种图形根本不能与格林函数图相连通.并且也不可能 
是( 3 2.2<0与 ( 3 2.2 c ) [或( 3 2. 2 幻与(3 2 .26)]类型的顶点，因为当 

存在三条波纹端线时，在这种图形中顶点上4-动量的守恒会使得 
第四条端线的4-动量也变成零，也就是说，我们能得出具有凝聚 
体全 部四条(波纹线的)端线的图形. 

然而，按以前叙述的规则建立的微扰论,它的每一级中有相当 
数目的图总是变成零.其消失的原 因是： 理想玻色气体处于基态 
时不存在非凝聚体粒子.这一点，如果我们仔细考査坐标表象中 
图的来源，就更清楚了，因为所有形的收缩都等于零,括号 
中非凝聚体粒子的消灭算符位于右边,并首先作用在基态上;剩下 
的只是〈史少 /+ >形的收缩①. 

这样一来，“自身封闭”的实线图都将变成零，因为这种线来自 
非凝聚体粒子 密度沙 K , r ) W ⑷ r )> 的收缩.其次，以虚线封 
闭的实 线图： 

o 

都等于零.这种线来自同一个相互作用算符 >( i ) 里两个0算符 
的收缩 < y +(〖， r 2 ) 於'(〖山）>.(其中位于 r 的左边）. 

最活， 由实线和虚线按一定顺序构成的封闭圈图(而且实线的 
指向沿整个圈图都相同）所组装的一切图都等于零.现在我们来 

① 按同样的理由，两个粒子在真空中散 射的某 些图也变成零——见 §16. 
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画出这类圈图.在线段的端点旁标出於算符的时间 宗量: 



图中每条虚线端点上的宗量都相同①.与实线对应的函数的 
宗量等于差值“ 一 U 3 — （2、 （4 一 〖3、 （ 1 — 对于任何封闭圈图， 
这些差值之和等于零，因此即使其中的一个差值是负的，该函数 
<?<°>也变为零. 

上述规则也适用于确定反常格林函数的图，不同的 只是： 两条 
实外线，对于函数 F 来说一定是出射线，或对于函数来讲一定 
是入射线.相应地，在这些图中入射波纹线数和出射波纹线数变 
得不相等了，但要使所有出射线的总数仍等于入射线的总数.一条 
实外线描述4-动量 ' 而另一条描述——4-动量一户[这里 P 是待 
求的函数 F ( P ) 或 P +( P ) 的宗量]②;根据整个图的“4-动量守恒定 
律”这两种线的4-动量之和应当等于零. 

按图技术计算的格林函数包含两个参数——化学勢 P 和凝聚 
体密 度化; 这两个参数还应当与液体密度《 = #/^联系起来. 

直接由格林函数的定义得出的公式 （31. 6) 是这三个量之间的 
一个关系式.下面得到的方程 （33.11) 可作为第二关系式,该方程 
用图技术概念术语明显地表达出化学势队 

^ §33. 自能函数 

现在我们详细考査格林函数图的结构，为此像在§ 14中对于 
费米系统的作法一样，在讨论中引入自能函数的概念，即采用的方 

① 应 注意： 在围的空 间-时间表象中， 1 和 2 两点间的虚线对应于含 
因子的 iU ( Xi - Xz ,. 

② 因为 P 是宗量的偶函数，所以 P 的共同符皆的选取在这里是无义紧要的. 
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法足研究一切带有两条实外线的图的集合.这些图都不可能只截 
断一条实线就分成两个部分.但与§14有所不同，就图的外线指 
向来说，现在可能出现不同的情 况:除 了带有一条入射线和一条出 
射线的图外，还存在带有两条出射线或两条入射线的图.与此相 
应，就产生了三种自能 部分： 


p o-p 






(33. 1) 


(这呰记号中， 2 的第一个下标表征入射实外线数，第二个下标表 
征出射实外线数）.自能图，除了实外线， 一 般地说也有波纹线的 
(凝聚体的由端线.这些端线包含在自能函数的定义中，这黾 
自能函数是以圆圈表示的.下边我们将会看到，函数 Zo 2 ( P ) 和 
实际上是相等的： 

2' 02 (P)=^ 20 (P). (33.2) 

还要立即指出，因为 P 和一 P 以对称形式包含在这些函数的定义 
中，它们是自身宗量的偶 函数： 

^o2(P)=^zo(~P). (33.3) 

作为示例，我们画出函数和工 a 2 的开头两级微扰论中所有不 
等千零 的图： 


、 T me ■ »■' _ I 

*"""TTH 


+ ^^^ 1 " ― _ 1 _ ■ 

(33. 4) 
(33. 5) 


现在我们列出用向能函数表达的精确的函数 G 和 P 的方程. 
用微扰论的术语来说，差値 GOP )— G ( 〜 CP ) 可用无穷多个链 
条图的和表达出来，其形状为： 
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它们是由数量不同的小圈组成的，圈间用正向和反向（相对于两个 
端线 raa ) 的箭头以一切可能的方式连接起来.用同样方法，也可 
将精确的函数 F (函数以链条图之和表示出来，链条图中 
两边上的箭头的指向 相反： 

I 



如果从所有这些链条图中沿竖直虚线所示的地方切断边缘的环 
节(小圆圈连同箭头)，则剩余图的边缘箭头的指向相同的图集合 
又将与精确的函数 g —致，而边缘上箭头的指向相反的图集合则 


与精确的函数^ 一致. 


现在我们引人以单向和双向粗箭头表示的这些函数的图示 
记号： 


/G(P) 



/r(P) 



/r*(P) 



(33. 6) 


于是，上述论断可写成由骨架图组成的图等式的 形式: 



[对比类似的方程 （ i 4. 4)]. 将这两个等式写成解析形式， 得：① 


①我们也可以写出 <3和类似的方程组，而该方程组与 （33. 8) 式的区別，只是 
互换了么 2 和2 2 。.因为 = 所以由此可得出等式 （33. 2). 
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g{p) 二 ( 尸 ) ^s 2Q (P)F(pnG^ ( 尸）， 

(33.8) 

F ( P )= G ^(~ P ) lI ： n (~ P ) F ( P )+ S , 2 ( P ) G ( Pn . 

求解这两个关于 G 和 P 的方程，并将 G (()) 的表达式 (31. 22) 代入, 
便得到所求的函数： 

F(P)=~^I 0Z (P) f ( 33 . 9 ) 

式中 

D— [2 , 02(^ > )] 2 — S ] j (P) — a) —iO + ^ 

2 m 

* ^ 1 1 ( — P ) +0 — iO + —— — n • (33.10) 

_ 2m 」 

我们强调一下，这些关系式不依赖于自能函数的内部结构，所以也 
与粒子间具有成对相互作用这一假设无关，因此它们对于任何玻 
色液体都是正确的. 

液体中与动量 P 有关的元激发能量，决定于函数 G 和 P 对于 
变量 0) 的极点.当 P 很小时,这些元激发是声子，它们的能量同 P 
一起趋于零.因此函数（33.10)当1> = 0、0 = 0时应变成零.由此 
我们求得等式： 

[Zu(0) — //] 2 = Z O 2 2 (0), 

此式作为//的方程有两个根，其中应取 

^^^ 1： (0) — ^ 02 ( 0 ). (33.11) 

实际上，在长波极限下0算符由 （27. 2) 式给出，非凝聚沐部分算 
符 ，二 从而尸〜 一 A 后一 
等式，当取 （33. H ) 式时恰好得到满足，这时 (33. 9) 式中的各分子 
(在 P —0 的极限情况下）只差一个符号，等式 （33.11) 就迠第二 
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关系式（见 § 32 末)，它同关系式 (31. 6) —起可以把参数"和 〜通 
过液体的密度 W 表达出来. 

进一步将表达式 (33.10) 按 o 和 p 展成幂级数,便可决定在宗 
量《和1>为小值范围内的格林函数的形式.这时应该考虑 到：标 
量函数 In 和可按 P 2 的幂展开，而对全部宗量为偶函数的 
^02,它的展开式也只包含变量 o 的偶次幂.将 (33.10) 式表为 



公十 it ( 户 ） 一 工11 (―尸)] 



- 洁 - "+ y[^n(P)+^n(-P)]} 2 +^o 2 2(P), 


我们可以立即得出 结论： 展开式的前几个未消掉的项都具有/> = 
常数0 2 —《 2 炉）的形式，其中《是一个常数，显然它是液体中的声 
速.同时应当指出 ：由于 （33.11) 式， （33. 9) 式中的各分子当 w、p 
时只差一个符号，因而求得： 


G =— F = __ 赏-數 . 

co 2 —— u 2 p 2 +i0. 

根据这个格林函数,算出 p 很小时的粒子动量分布 #0), 并 
把它与我们已知的分布 (27_ 7) 对比，则能确定出分子中的常数值. 
积分 


^ (P) = 1 lim 

t 呤一 o 


G(o), jOe 」 

00 


doy 

2 tc 


[对比 （7. 23) 式]可采用在上半平面内以无穷远的半圆周封闭积分 
围道的方法计算出来（见§ 7最末的讨论)，该积分相应地决定于 
co =- up -\-\0 极点上的留数 • 最后我们得到常数/2叩, 
将它与 (27. 7) 式对比，即得出常数=«0搬/ 2 /«.因此，最终求得《 
和 P 为很小值时格林函数表为下式： 
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n 0 mu 2 

n(o> 2 —w 2 ^ 2 +i0) 


(33. 12) 


应当指出，在精确到归一化系数的情况下，该函数与声子场格 
林函数相等(见§ 31中的习题），这个结论是十分自然的，因为在 CD 
和 P 为很小值的范围内，玻色液体中的全部元激发都是声子. 

最后,我们举例说明上面得出的近理想玻色气体模型,它适合 
于§25中所研究的粒子间具有成对相互作用的情况.在微扰论的 
一级近似下，和工 ( J 2 决定于 (33. 4) 的前两个图及 （33. 5) 的 
第一个图.将它们写成解析形式，得 到： 

Zii=«o[yo + r(p)], ^02 = n 0 U(p). 

在同样的精确度下,这两个公式中的凝聚体 密度心 可以换成气体 
的总密度《.在§25中已指出，在这个模型中气体粒子的动量可 
认为是很小的，与此相应，各傅立叶分量可用它们在 p = 0 时 
的值％来代换.于是 


.2*1 1 = 2 tiU -2*02 — itU o . (33.13) 

将这两个表达式代入( 33 .11)式，得出 p = ny 。， 该式与 (25. 6) 式符 
合. 若代入 (33. 9-33. 10) 式，则得到格林函数的下列两个 公式： 


G(co f p) 


j> 2 /2m + «Z7 
+i0 


(33.14) 


p) 


式中 


£(>) = 



r 

2 m 


— nU Q 

> 2 —e 2 (^)+i0 f 

\2 ^2 11/2 

)H - nU 。 • 

/ m 


从这两个函数分母的形式来看，显然就是元激发能量，这符 
合以前用另一种方法得到的结果 (25.10-25.11). 


§ 34. 准粒子的裂变 


量子液体中一个准粒子具有有限寿命（发生衰减)，与它同其 
它准粒子发生碰撞或它自发裂变成两个（或更多个)新的准粒子有 
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关.当温度 T —0 时，衰减的第一个原因消失了（因为碰撞概率跟 
准粒子数密度一起趋于零)，这样，衰减只能由于准粒子的裂变才 
会发生. 

现在来研究动量为 p 的准粒子裂变为二的情况.如果 g 是所 
出现的准粒子之一的动 a , 则另一个准粒子的动量为1>一％能量 

守恒定律给出如下 条件： 

e(p) ^=e(q) -he(\p — q\). (34. 1 ) 

可以看出，在 P 值的某一范围内，这个等式对于任何 Q 都不满足; 
这时,这个范围内的准粒子根本不会衰减（当然，假如也不能裂变 
为更多的准粒子）.随着 P 的改变，当？=仏(裂变阈）值时，会首 
次出现方程 (34. 1) 的根，这时将发生衰减. 

首先应当指出：在》=久这一点，方程 （34.1) 的右边作为 q 
的函数是具有极值的.事实上，令 — Cl ) 在给定 P 值 
时的极值是为了明确起见，我们将把它看作是极小值 X 于 
是，方程 

e(j>)-E(p)^e(q)+€(\p — q\)—E(p) 

的右边是非负的.因此，当$值满足忍(: P )<0 时，方程显 

然没有根；而只在 P = h 这一点才有根出现，在该点上 = 
E(p c ). 

将方程 (34.1) 表为对称 形式： 

e(p) = €(q l )+e(q t ), qi^q 2 = Pf 

我们发现，方程右边的极值条件可以写成3^/3仏=心/3屯或 

^ 1 =^ 2 , 

也就是说，在阈点上两个裂变出的准粒子具有相同的速度.这里可 
以分为以下几种情况 ( Jl . n . 皮塔也夫斯基 ，1959). 

«) 当 P = P 。 时，玻色液体中准粒子的速度等于零，而化对应 
于图2曲线上旋子的极小值，因此，如果％ =% = 0,其意思 是指： 
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在阈点上准粒子裂变为两个动量为外、能量为 △ 的旋子.相应地, 
发生裂变的准粒子的能设 e { f c ) = 2^ 而它的动:優 A 是以扒= 
Poi + p029 W 2^0 cos 6 = p c 这一条件与 h 联系起来，这里 20 是两个 

旋子飞出的夹角.由此得出，在所有情况下 必有： 

p c < 2 p 0 . (34,3) 

假若速度 A ~ v 2 ^0, 并且与它们相应的动量 Qi 和 Q2 是 
有限的，其意思是指 ： 在阈点上的裂变产生两个具有共线（平行或 
反平行的）动 a 的准粒子①. 

C ) 如果速度 A 和％ 均不为零，但动量之一(譬如说 1) 在 
阈点附近趋于零，那末相应于该动 s 的准粒子是声子，并且速度 
Vi = U . 此时可有这样的阈点，超过此点便可以由准粒子产生声 
子.在阈点上声子的能量等于零，准粒子速度刚刚达到声速（速度 
Vr = v 2 ^ U 全相同）. 

d ) 最后还有一种特殊情况，即一个声子裂变成两个声子，而 

(且 阈点就 是能谱的始点 P = 0 . 但是这种裂变只当能谱起始一段 

(声子段)的曲率具有确定的符号[应为 d 2 K 》/ dp 2 >0] 时才可能， 

也说是说 dp ) 曲线必需从起始的切线£ =吵起向上弯曲.这不 

难证明，现在将这一段能谱表为如下 形式： 

e(p) ^up hap 3 f (34. 4) 

该式除线性项以外也计人了按小动量的幂展开的下一项于是 
由能 1 S : 邙恒方程 （34.1) 得出： 

u(p-q— \p~q\)^ |p —g| 3 ). 


① 由于液体是各向同性的，准粒子动量 p 及其速度 u = 的方向共线 ，但 
方向可能相同也可能相反. 

② 由声振动的色散方程可确定作为波矢 M 函数的频率平 方 与此相应，将 
声子能量的平方 p ( p ) 按动亞 p 的幂作正則展开；山 T 液印是 各向同 性的,所以 队 〆 
项开始应按 P 2 的幂展开.因而，函数4奶本身的展开式便含冇多的奇次幂， 
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在阈点附近与准粒子起始动量 P 成小角0的方向射出一个声子; 
在方程的左边，有： 


p — q ~ \ p~Q I (1 — cos 0). (34. 5) 

1 p — q 

在方程的右边，只要令 ip — g |〜》一 g , 就可以求得： 

1 — cos 0 = 3a(p—g) 2 , (34.6) 

由此可见,应当是 《>0. 

我们在下面 （§35) 将会 看到： 在《)和幻两种情况下，函数 
4?) 不可能在阈点以后延拓，因此这一点是能谱的终点.但在 O 
和"两种情况下，辐射长波声子的准粒子，其裂变会导致弱衰减 


的出现，这可以借助微优论来确定①. 

现在我们来计算由一个声子裂变成两个声子的衰减(第幻种 
情况）.由 （24. 12) 式给出的哈密顿 M 的各三次项中，都有这种过 
程的矩阵元.对于由动量为1>的一个声子的初态（《）到动 董为％ 
和％ 的两个声子的末态 (/) 的跃迁，微扰算符的矩阵元等于 


yfi — & ( i >—a — 出） 


31 (2 jth ) 
2(2V)^ 





i/2 


p 2 d u 


1 + 


3m 2 dp p 


(34. 7) 


(略去了无微扰密度 Pa 的下标 0). 注意其中有 0^ g 2 ) 1/2 这一因 
子；山于它很小(指的是长波声子的裂变)，因而保证可以运用微扰 
论②. 


① 上面所列举的各种情况中，究竟哪几种情况事实上能够实现，这冇赖于准粒 
子谱 S ( p ) 曲线的具沭走向.关于液氯 （ He *) 的一些实验资料，证明了在压强小于 I 5 
个大气压时有开始不大一段声子谱存在，在这一段里具有第山种情况的不稳定性.液 
氦 I 普终止干笫 《) 种怡况的点上. 

② 计算矩阵元 （34, 7) 时，应考 虑到： 声子算 符化和 G 中的每一个笕符都可 

以从次或 f 的三个因子中任何一个因子来 选取； 因此出现因子 3 !, (34.7) 式中的3 
函玫是 A F 积分 exp [ i ( p —中一中) r / S ] 这个因子而产 生的. 最后法意， p 、 ai 和仍的 
方向几乎重合. 
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在 1 秒内裂变的微分槪率由下列公式给出： 

dcD ^\ V fi \^h (尽一私） 

1：见第三卷 (43.1) 式 ]. 把 (34. 7) 式代入上式时将出现 S 函数的 
平方；应把它理解为①. 


[6(j? —q 2 )] 2 =. ( 2Tt%y ^iP~Q\'~Q2) 9 (34.8) 

剩下的一个 & 函数被对 d 3 g 2 的积分消掉了，•这里也取易= «?，[/ 
= w(gj + g 2 ), 我们 得到： 

2 r ^3 w 2 dp 


Qtt 


Ahp 


TQi(P~Qi)HP — Qi\P~Qi\) 


d 3 g , 


(2 jxh ) 


(当分别对和 d 3 g 2 积分时,考虑两个声子的全同性，答案应除 
以 2 ).最后，把&函数的宗量表达成 （34. 5) 式，并对 d~ t == 

在 q ^ p 的区域)进行积分，可求得製变的总槪 率： 


W 


3? 


5 


320jrp 尨 4 


1 命 P 


(34. 9) 


声子的衰减系数V 


lme = fiw / 2 . 其中，对于近理想玻色气体 


来说，根椐 (25. 11) 式， ^ lp ^ Anh 2 a ! m 2 这一数值与密度无关.在 
这种情况下 


-— 扑 5 
V = —640 M 3 p 


(34.10) 


(C. T. BejineB, 1958). 

对干第 C) 种情况在阈点附近准粒子辐射声子的过程来说，微 


①实阮上， S 函数 SOO 产生干积分如果计算 jfe=0 时的另 

一 个同柞的积分（因为已有了一个5函数），并且遍及有限体积 P 进行积分，则得到 
VI K 2 nY \ 这就是公式 (34. 8) 所表迖的. 
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扰算符的形式可惜助研究声波中准粒子能 S 的改变来确定.这种 
能 ill: 改变由两部分组成： 


he^p) — 


jg 

9 p 


p r + ^v^p. 


第一项与液体密度的变化有关，准粒子能量依赖于作为参量 
的液体密度.第二项（其中 r 是声波中液体的速度）是由于液体 
宏观运动而形成的准粒子能量的改变；因为在阈点附近辐射出的 
声子波长大于准粒子的波长，所以可以 认为： 准粒子处干均勻液 
流之中，于是准粒子能量的改变就可如§ 23初段所述给以确定. 
在&中使 t = ▽炉 、将 〆 换成二次量子化算符 （24. 10)、并将 p 换 


成准粒子动量算符?>= —卿， 即可得到微扰 算符: 



de ^ 



八 八八八 

(<!)• p + p -^ V ) 


(34.11) 


(在第二项中把乘积加以对称化,以使其成为厄米形式).其次，可 
像上面处理声子裂变一样来计算声子辐射的槪率（见习题）. 


习 题 

试求动量为？(接近于阈值化）的准粒子辐射声子的概率,这时准粒子速 
度迖到声速. 

解 :准粒 子在动 a 为穸和 ！>' 两个状态（平面波）间跃迁，同时产生一个 
声子（动贷为 *2), 对这一情况取算符 (34.11) 的矩阵元.在阈点附近，声子的 
动量而 <3的方向几乎与的方向重合考虑到这一点，即可求出: 


①为了明确起见，我们研究声子恰好以这个方向（而不是相反方向）被辐射时的 
情况.对此，函数在阈点附近应有如下 形式： 

e(p) (pc) + (多 一 : Pc)w+a (j>— p c ) * 

(线性项的符号为正).根据能量守恒定律不难证明：当 a >0 以及 JP > 内时才能发生 
声子辐射;辐射出的声子动量取遍 0< s < 2 ( P — 於）问隔内的一切值， 
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式中 


凡备 9 
w op p^p t 

因而声子辐射的微分概率为 

(动量的5函数巳被对 d 3 / 的积分消掉).把5函数的宗量写成近似形式 
一叫 （1- CGS 仍并对进行积分， 则得： 

2AHV~V 0 Y 

W -- - , . ■■_ — • 

3jzph^ 


§35. 能谱在其终点附近的性质 

这一节我们将研究在元激发裂变成两个准粒子的阈点附近玻 
色液体谱的性质，但这两个准粒子当中一个也不是声子 [ § 34中 
的 《) 和 6) 两种情况]①.与产生声子的裂变相反，对于 a )、 b ) 两 
种情况微扰论是不适用的，并且研究这两种裂变时需要阐明液体 
的格林函数在阈点处的奇异性质.另-方面，使我们只对这些奇 
异性感兴趣这一事实,便允许更大程度地使用图解法，因而简化了 
计算过程.比如说，可以不必区别 G 和，这两个函数（因为它们的 
解析性质是相同的），因而可以认为只存在一种格林函数；若考虑 
G 和 P 之间的区别，只会使方程中出现若干个同类项(按其解析性 
质划分)，但这并不影响所得的结果. 

我们感兴趣的格林函数的奇异性与一个准粒子裂变成另外两 
个 准粒子有关，这一事实用图技术的术语来说，就是指奇异性出自 
如下形状 的图： 

. 0 



P-Q 


这些图可以切断两条实线被截开，也就是说，各图本身包含 


①这一节的内容属于 JLIT . 皮塔也夫斯基的工作 （1959). 


參 
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双粒子的中间态.在这些图中对中间4 -动量 0=( g fl , Q ) 进行积 
分.并且就产生奇异性来说，0和的值域起决定性作用，而 
裂变出的准粒子（裂变产物）就以这些动量在阈点附近产生出 
来.对于所要阐明的理论来说下述论断是重 要的： 对于格林函数 
G ( Q) f 这个4-动量值域并不是奇异的，因为在这个值域内 （?(<?) 
具有通常的极点的 形式： 


G ( Q )~ G ( q 0 , q)colq 0 -e(q)+i02^, (35,2) 

其中函数是裂变出的准粒子能量，它不具有奇异性.这个值 
域的物理特殊性，只在于其中一个准粒子能和另一个准粒子“粘” 
在一起;但这个过程在绝对零度时是不可能发生的，因为这时不存 
在真实的激发.格林函数的奇异域只是原来的准粒子裂变阈附近 
的一些 P 值[图 （35.1) 的外线]. 


图 （35.1) 中的两条连接线对应于因子 G ( Q ) G ( P — Q )， 但对 
Q 进行积分.这里，因为只有 g 的小值域是重要的，所以图中其余 
的因子在求积分时可以当作常量，并等于它们在阈值 Q ^ Qo 时的 
值①.因此,在图中出现用积分表达的 因子： 


IJ(P ) 二 


i f _ _ 

[^o — +i0] [o? — 穿 0 ― e( I i> — Q \) +i0] 




式中/ p ). 借助于在复数 W 的某个半平面内用无穷远半 
圆周封闭积分围道的方法来完成对 dg 。 的积分,于是 得出： 


n(P) 


d 9 q 


(2jr) 8 J co—e(g)—e(| J>—)+i0 


(35. 3) 


下面我们还要分析这个积分，现在需要用它将所求的精确函 
数 G ( P ) 表达出来，为此应把所有 (35. 1) 形的图累加起来. 


①对这个论点应该作 W 确解释，因为，因子 G(Q)G(P-Q) 与决定 (p， 以平面 
位置的角 P 无关.所以对 dp 求积分归结为将待积式其佘部分对炉求平均，此后 
便可以理解为 2;rg 2 d? Q dgdcos 0. 在这种对的积分中，小值域恰恰是重要的.这个 
见解对于下面计算的其它类似场合也正确， 
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函数 (?( p ) 可以写成戴逊图 方程: 





P^Q 


(35. 4) 


这里粗线表示精确函数泊，细线表示这个函数的“非奇异”部分，这 
部分定义为“不因切断两条线而分割的”诸图的集合 .（35. 4) 式右 
边第二项表示 (35. 1) 图形的集合.这时白小环代表精确的“三端^ 
顶角函数[用厂标记 ], 阴影小环代表该函数的非奇 
异部分，这个部分已经消去了因切断两条实线而被截开的图①.如 
上所述，对 d 均 求积分会出现因子 i 7( P ), 并且图中其余的因子可 

代之以它们的 G = 时的值.所以等式 (35. 4) 就是： 

G(P)=a(P)+b(P)G(P)r c (P)n(P) (35.5) 

式中 r c ( P ) = r ( Q c , P - Qo . P ), a ( p )、&( P ) 是 P = P e 阈点附近的 

某两个正则函数. 

在 (35. 5) 式中出现的 G 和厂。是两个奇异函数，为了通过 il 
将它们表达出来,还需要有一个方程.注意,将精确的顶角函数厂 
表示成“梯形”级数 



我们就得到这一方程,上列级数与四端顶角函数的级数 (17.3) 类 
似.级数之和可给出 方程： 



①这里所说的情况与量子电动力学中的戴逊方程相似(见第四卷 §104)： 同那 
里一样，所有必要的图的集合都是只修正一个顶角函数而得到的. 


• 171 





[比较 （17. 4)]; 当 G 〜 仏时, 这一方程可给出如下的解 析式： 

r c (p)=c(p)+d(p)n(p)r c (p) f 

式中 c ( p )、 d ( P ) 是正则函数.现在从上述两个方程中消去 r c , 
我们便得到所求的格林函数通过77的表 达式： 

g ' 1(/?)== i+IinniP) + c ⑺, ( 35 . 6) 

这 里糸艮 c 也都是 P ^ P C 附近的 JE 则函数. 

对不同类型的准粒子裂变作进一步计算有不同的情况. 

«) 裂变成两个旋子的阈 

在这种情况下,阈点附近裂变粒子的能量 e ( g ) 由公式 （22. 6) 

给出，于是 (35. 3) 式的积分取如下 形式： 
n(co 9 q) 

=[卜善— [( "。 )2+(| 卜刎 - y 。”] r 為. 

(35. 7) 

为求积分我们引入两个新的变量 W 、 ？' P , 根据定义，有 

Qx= ( 方 osin^+g’ p ) cos(p f q v = (p 0 sin9 + q f p ) sin<p, 
g z ~PocosO-\~q f z , 

而且 2 轴沿 P 的方向，角沒决定于等式2罗 O cos (9 = p . 在阈点附近 
^、匕很/〗、,因而以所需的精确 度有： 

Q^Pa^-QpSinO + q r z cosO, 

\P~Q\ ^Po + Q'pSinO—qi cos9, 

忒 3 g 〜 史 0 sin 6dq p dqz d<p, 

这时 (35. 7) 式中花括号内的表达式取下列 形式： 

|o —2A— -^~-{q f p 2 ^in 2 0-{-q t z 2 cos z Q)^ 9 

再作一 次变量 代换： 

^ psin ^ — V pcosipy q f z G0s9=^/m^ psin 垆, 
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然后对 0 积分，可 求得： 

/TO, = \ —— 士 r • 

2ttcos 0 J — (y+2A + p 

p 很大时，式中积分的发散性只与所作的若干忽略有关，因而是无 
关重要的；当 P 2 的某一值》 12 A — o >| 时,积分的截断只对灯的正 
则部分有贡献.我们感兴趣的这个函数的奇异部分产生于积分下 
限附近区域,于是我们求得奇异 部分： 


iJooln 


1 

2 A — Ci ) 


(35. 8) 


当 2 A -6> 值很小时，这个对数 很大； 把 (35. 8) 式代入 (35. 6) 
式并按对数的负幂次展开，我们 得到： 


G-^<o 9 v)=b + o\n ^^— 9 


式中是《和1>的新正则函数.在阈点以=仏）上发生裂变 
的准粒子能量等于 2 A . 因为准粒子能量决定于函数6^的零点， 
就是说 t (2 A ， h ) =0,对此也应有 6(2 A ，= 0. 但是，将正则 
函数 6( 叫： P ) 按差与差 0—2 △的整数幂 展开； 将正则函数 
①， 》)和也换成它们在阈点上的值，最后我们得到阈点 
附近区域内格林函数的如下表 达式： 


G ~ l ( co , p )=^ ^ c + aln ' 1 ^ 

其中 a 、 a 、 p 是常数. 


(35. 9) 


令这个表达式等于零，我们即得到阈点附近能谱 e ( p ) 应有的 
形式.假如非裂变区域位于 ？< A 、 e <2 A 的范围， 则常数 a 和 a 
必为正数，因而这里方程 G~ l = Q 具有不衰减 的解： 



—aexpf 1 — 



(35.10) 


我们看到，能谱曲线终于阈点，并且在该点具有无限阶的水平切 
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线.但在的区域内，方程 G — ko 既没有实数解，也没有 

P 〜 I 时的复数解.就此意义来说，能谱曲线根本不可能 

延拓到阈点之后,而只能终止于该点①. 

b ) 裂变成两个具有平行动置准粒子的阈 

因为在阈点上(当 P = h 时)，表达式6(90+£(|於一^[|)作为 

Q 的函数应具有极小值，所以在阈点附近该式有如下 形式： 

^( q )^- e (\ p ~ q \) = 

= e c - jrv c ( p - p c ) - ha ( q - q Q ) 2 +^( q ~ q 0f Pc ) 2 , (35.11) 

式中 a、々 是常 数;％ 是在阈点上因裂变而产生的每个准粒子的速 
度，％是一个准粒子的动量.将 (35. 11) 式代人 (35. 3) 式，并按照 

P = q — q 0 , PPc ^ PPc ^ osi ) 

引入新的积分变量 ，得： 

n(G> fT)- 1 f_pMpdcOS^_ 

’ ( 27 t) 2 J £~e c — v c (p—p c ) ~ap 2 ~^p 2 plcos 2 ip 

这个积分在阈点具有平方根的奇 异性： 

i 7 cv >[> c O——O — e c )] 1/2 . (35.12) 

把上式代入 （35.6) 式，我们便求得阈点附近区域内的格林 
函数： 

(? -1 (« ， p)=A(co f p)^-B(co, p) t > c (，一 jO — (a?—e c )] 1/2 . 
因为 G ~\ e cy 而』和 i ? 是正则函数，所以将洗 5 按 p ~ p c 

和 o —心的 幂展开，最终求得： 

G~ l co[^v c (p ~ p c ) — (o —e 0 )] 1/2 + [a(^ + j? c ) + 厶 ( 。一 € c )]， 

(35.13) 

式中 a 、 &是常数. 


①在页的注解中已经 指出： 在液氦的情况下，能谱恰好终止于这种点上 
(图2中的曲线具有水平切线并逐渐接近于直线 e ^ 2 A ), 

H 
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能谱的形状决定于方 程 6 ^ 1 ^， 15 )二 0 . 现在我们来寻求该方 
程形如 e — 史。）+常数 ( P — K ) 2 的解，为使方程当 P〈^ c 

时有解，必须存 a + & v e >0, 于是 

e = e c + v c (p—p c ) — (a + &v c ) 2 (i ? ~2 ? c) 2 - (35.14) 

在同样条件下， 在的区域内，方程 G _1==0 不具有”％时 
e 的解 • 因此 ，在这种情况 下能谱 也止干 _点. 



第四章有限温度下的格林函数 


§36. 有限温度下的各种格林函数 ® 


宏观系统格林函数在温度不等于零时的定义与温度等于零时 
的定义是不同的，其区别仅在于将按封闭系统的基态求平均换成 
了按吉布斯分布求 平均： 现在记号〈…〉表示 

〈•••> = 2]«^<到“如>， w n = exp ^~^ ra \ (36. 1) 

n 、 ’ 

这里是按系统所有的（用不同的 能量仏 和不同的粒子数描述 
的)态进行求和， E f n = E n ~ ixN nf <«|-..| n > 是第 w 态的对角矩阵 
元.用这种方式定义的平均值是热力学变量的函数. 

研究有限温度格林函数的解析性质 （JL 朗道， 1958) 时 

最好利用所谓推迟格林函数及超前格林函数.这样可使格林函数 
的解析性质变得更为简单为了明确起见，我们首先说明费米 
系统的情况. 

推迟格林 函数定 义为： 


a 


A 


X 2 )- 


<W a (X l )W + fi (X 2 )+W^(X 2 )W a (X l )} y t 1 >t 2f 

0 ， 亡 


.(36.2) 


对干微观均匀的非铁磁性系统，当没有外场时，这个函数（像通常 
的 (?《# —样）归结为只与 1=1,— 这个差有关的标量 函数： 


① 在 §§36— 38中我们采用 = l 的单位制， 

② 一 般用上标丑和乂（来自于英语 rekrdcd 和 advanced ) 来迗分这两个函数, 
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6^(1 ， X 2 ) ^6 a ,G R (X), (36. 3) 

现在用通常的方法变 到动量 表象.但因为 〖<0时0"0, r ) 
= 0,所以在 

co 

0 B ( co f p )=\ fe i (<0( - J > - r ) ^ fl («, r ) d « d 3 ar (36. 4) 

♦- * 

0 

这一定义式中，实际上只需从0到 CO 对 〖求 积分.移动变量6>到 
上半面仅仅是改善这个积分的收敛性.因此 （36. 4) 式的积分在 6) 
的上半平面内定义一个不具奇异性的解析函数叭但在下半平面 
内，函数是借助于解析延拓的方法来定义的，这里该函数有极 
点（见下文). 

对于函数我们可以得到类似于§ 8中对 T = 0 时导出函 
数 0(8. 7) 式那种形式的展开式. 

把垆算符乘积的矩阵元<> I…I «>按矩阵乘法规则展开，并把 

矩阵元表达成 (8. 4) 的形状,我们 得到： 

\ G R (t , r ) = 

' n (n\^ a (0) I \n} 

2 ’ J 
n ，m 

+ ^ a (0) I n)}, 

式中 

(^mn ~ — } ^mn ~ Pm — f* n* 

对于花括号中的两项来说，对〃和 W 求和有某搜不同的意义：第 
一项里，处于 n 和 m 态的粒子数以关系式 = 相联系；而 

第二项里，是以 — 1相联系.在第二个求和式中互换下 

①对照一下第五卷§123中芜于函数 《( o ) 的奥似讨论， dPa 这两个函数戊 
有相间的解析性质当然不足偶 然的: 从第五卷的 （12 S . 8) 式来看，该式就是 m \\\ .111 fib 
方法通过一定的算符对二子衣达出来的. 
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标 m 和 《 便可以消除这个差异.同时注意到 

<«l ^ a ( O ) | m >< mi ^ i (0) |«>= | <«]^«(0) | wi > | 2 = 4 mn , 

我们即得出如下形式的完整表 达式： 

\G R {t y r) 

+ e ' <Dm * /a， ), t 〉0 (36. 5) 

A ■ 


最后，计算 （36. 4) 式的积分时应作一下(同 § 8中一样的)代 
换： 6> + i 0, 最终 求得： 

G s (co,p) = 


== (^ 7 t )l^^ w (p—femn) ^ -^e~ amm/T ) 

~ 2 Z"n n ^-^n+iO 


(36. 6) 


应 注意： 这个表达式的全部极点(按照上边说的)都分布在实轴下 
面，即在6?的下半平面之内， 

上述性质足以用来建立函数的实部和虡部之间的一定的关 
系，即所谓 Kramers - Kronig 关系，或称作色散关系： 

ReG H (o> f p) =-^4°° ^ m ° R ^. p ^du (36. 7) 

jt J_« M—6J 

[见第五卷 §123 中关于 < 0 ) 同样关系式的推导].对于上式，只 
要借助公式 (8. 1 L ) 在 (36. 6) 式中分离出实部及虚部来直接检验, 
便可确信它的正确性.还应指出,考虑到公式 (8.11) 可以将 (36. 7) 
式重写成如下 形式： 

p) = — f (36. 8) 

JT J-oo» —cy —lO 

式中 

〆 《， P )= 


= — 4 W n^mn^ — CO mn ) 6 (p—k mn ) (l*f ^ m " /S， ). 
m, n 

当 o 为实数时，则有 p 二 ImM . 
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表达式 （ 36 . 8)， 当趋于“宏观极限” F—co (比值 iV / K —定) 
时，具有更深刻的意义.在这个极限下，各极点都汇合在一 
起，因而函数 P ( w ) 对于一切 m 值都不等于零（但不简单地等于各 
离散点上的3函数之和).这时公式 (36. 8) 可直接确定在0上半 


平面内及实轴上的为确定在 o 下半平面内的必 
须进行积分的解析延拓，因而应当改变积分围道的形状，以使围 
道总是从下面绕过《 二 ^这一点.这时在下半平面内距实 
轴为有限距离处可以有奇异点，积分围道被“夹”于极点 《 = o 和 


分子的奇异点之间. 


现在用类似的方法引入 起前格林函数 ，按照 定义： 
\Gi p {X u X z ) 

^( 0 , 

^l-<^ a (x 1 )^ fi (x 2 )-hw + fi (x 2 )w a (x l )y 9 h<t 2 . 

(36. 9) 

动董表象中的函数 O a ( co 9 J >) 是变量《的解析函数，它在下半平面 
内没有奇异点.它的展开式不同于 (36. 6) 式的地方在于改变了分 
母中 i 0 前的符号.这就是说，在实轴上而在0 
整个平面内， 

G A (<o ，it )=G n *(6>). (36. 10) 


CO 时，函数和与 G —样都按如下规律趋于零： 
(P ， G A —lfa >， 爸 | o > l — oo 时. (36. 11) 

我们提醒一下[见 （8.15) 式的推导]，这个渐近表达式的系数（为 1) 
决定于函数在 G = h 时跃变之值；这个跃变值与温度无关，并且 
对于所有三个函数都是相同的，根据它们的定义，这一 
点是很显然的. 

为了建立用上述方法引入的函数0"、与通常的格林函数 
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X 2 ) = { T ^ a ( X x ) t + s { X 2 )) (36. 12) 

之间的关系，我们可获得此袼林函数类似于 (如. 5) 的展幵式•经 
过上面所进行的完全类似的计算,便得出如下结 果①： 

P)-- —(」【） ^ ^ ^n-^rnn^ (.P — 紅 mn) X 


X I --- (1 +e~ amn/T ) -f \jth (co — co mn ) (1 — c"' a>m " /r ) [ 

lco mn — o ) 

(36. 13) 

比较 （36. 13) 和 (S6. 6) 两式，我们求得： 

二 =’=)) 卜 ReG (6>, p ) 士 icth ^ rlmGO , p ). (36. 14) 

这时，仍从上述的表达式 （36. 13) 可以 看出： 

signlmG ( o ), p) = — signca . (36. 15) 

应当注意，函数 以与 以和以不冋）不是《的解析函数. 

当 I 7 — 0时，有 cth ( co / 2 T )~> signco , 因而由 （36.14) 式 得出： 

在实轴上 


G — 



co > 0 ; 

co<iO, 


(36. 16) 


所以，7=0时的函数乃赴两个不同的解析 函数： 右实半轴 
上的和左实半轴上的以0)当 ! lmco|~>0 时是 G { co ) 在 6) 

的两个实半轴上的极限值. 

现在不难写出理想费米气体的函数的表达式.只需 
要 注意： 这两个函数都遵从同一个方程 (9. 6), 而在推导这个方程 
的过程中只利用了函数在 M 二“时的跃变值.由于的极点 
位于实轴下方，而的极点位于实轴上方，因而绕过极点的方 


①改用动量表象时，对 f 的积分可分成从一①到0和从0到00两部分，并 1 L 在 
其中一个积分里交换求和指标 m t n, 
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式是熟知的.由此得出 下式： 

G WRtA (a), />) = 「 (36. 17) 

2 m 

上式在温度等于零时和在有限温度时都成立.根据 (36.14) 式，我 


们求得函数 G (()) 为: 


G^Cco, p)^P 


— p 2 / 2 w + jU 


ijrth 


2 T 



(36.18) 

当 T = 0 时，我们又回到了公式 (9. 7), 该式与 (36. 17) 式的区别就 
是将土 i 0换成了 i 0 * sign < w . 

现在我们对玻色体系统引入类似的公式.推迟格林函数和超 
前格林函数分别定 义为： 


\ G s ( X if X 2 ) = 

iG A ( X l 9 X 2 )^ 


步 +(x 2 vp(x t )> ， t,>t 2 ； 


0 


<t 2 . 


(36. 19) 


—! 0 , ^>^2； 
：= (~<^( X 1 )^ + ( X 2 )~ t + ( X 2 )^( X l )} 9 

假如我们这时所谈的是温度超过 A 点的情况，则在这两定义式中 

将出现全分标符；当温度低于 A 点时，定义式则与非凝聚体算符有 


关.代替 （36. 6) 式，现 在有: 


GB (①， p) = (2^) 3 V (1 ^ e 

tt co-co mn ^rxO 




这个函数与 G 的关系，由下列公式 给出: 


(36. 20) 


G R (co,p)^KtG(<o 9 p)+\ih~-lmG(co f p) f (36. 21) 


并且在实轴上有 


ImG(a), p)< 0 f 
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[函数 G 由 （31.1) 式定义 ，并以按吉以斯泠布求 平 均比# 按基 态求 
平均].对于理想玻色气体来说， 函数由同样 的公式 （36.17) 
给出，而函数 G 为： 

G <°>( o ?, p ) 二 P - ^~; - i^rcth ~ 

^ h ( o ~ # + " \ (36. 22) 

\ 2 m j 

格林函数在温度不等于零时的物理意义与 ^-0 时的物理意 
义基本上相同.当然，格林函数 G 与粒子动量分布之间的关系式 
(7. 23) 以及 (7 与密度矩阵之间的关系式 (7. 18)、 （31. 4) 仍旧成立. 

这里，关于格林函数的极点与元激发能量相合的论断也仍然 
有效(但因为函数 G 本身不是解析的，所以这时讨论解祈函数 G 
在 o 的下半平面内的极点或讨论函数6^在的上半平面内的极 
点更为合适).这个论断（像§8中的情况一样)可重新由展开式 
(36. 6) 得出.虽然在这个展开式的不同项里现在会出现系统任意 
两个态之间的跃迁频率 co mn ， 但是在趋于宏观极限之后，同以前的 

情况一样，仍保留的极点只对应于由基态到具有一个元激发的各 
态的跃迁.两个激发态之间的跃迁不会使宏观单粒子格林函数中 
出现极点，正如由基态到具有多于一个准粒子态的跃迁不会引起 
极点的出现一样（见 §8). 因为这些态的能量之差并不单值地决 
定于它们的动量之差. 

还应强调 一下： 当温度不等于零时，准粒子寿命不仅与它们 
本身的不稳定性有关，而且也与它们之间的相互碰撞有关.由这 
两种原因引起的衰减必须是微弱的，这样，准粒子的概念继续有 
意义. 


§37. 温度格林函数 

为了建立计算有限温度时格林函数的图技术，需要从#算符 
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的海森伯绘景变到相互作用绘景，这同在§ 12中的做法是一样 
的.这时我们重新得到的表达式与（12_ 12) 式的差别，只在于求平 

均不是对基态进行的.但是，这一差別是很重 要的： 与由 （12.12) 
式变到 (12. 14) 式的做法不一样,现在对算符没- 1 的平均不可能与 
对其余因子的平均再分离开来；问题在于,非基态在算符及"* 1 的作 
用下并不 Q 然地变为其本身，而是变成具有同样能量的一些激发 

态的一定的叠加（包括准粒子所有可能的相互散射过程的结果入 
这种情形，将使得图技术变得极为复杂，即因々- 1 中的 W 算符也参 
与收缩而产生一些新的项. 

但是，可以改变格林函数的定义，以避免产生类似的复杂情 
况.根据这种定义建立起来的数学工具，是松原 ( T . Matsubara , 
19 55 )研究的成果,很适宜用于计算宏观系统的热力学量. 

我们按下面定义引入所谓松原#算符 ①： 

^( r,r ( r ) e ~ rS， , (3? 1} 

式中 r 是辅助实变量;这两个算符，从纯形式观点来看，与海森伯 
算符的区别在于后一种算符中是把实变量《换成虚数一 k ②•例 

如在 (7. 8 )式中作 代换： i 3/ a ^- a /3 t , 便得 
到 （ 37 . i ) 式的两个算符所遵从的方程.像用海森伯於算符定义通 
常的格林函数一样，借助上述两个算符可定义新的格林函 数發： 

& a ,( r l 9 r t ； r 29 r 2 ) = — 〈T 夕 r 2 )>, (37.2) 
这里 记号凡 表示 “ r 编时”，即按 r 从右至左增大的次序排列算符 
(在费米系统的情况下,置换算符时需改变符号)；括号〈…〉表征按 

① 这一节里我们写出的公式将同时用于费米体系和玻色体系（髙于; I 点）.用 
记号来区别时，上転对应于费米体系，下标对应于坡色体系.此外 •对于 玻色系统应剛 
去自旋下标. 

② 我们强调 一下： 鉴于这一区别，算符^^与&以绝不相同. 


_ 
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吉布斯分布求平均.将定义 (37. 2) 写成如下形式后，即可把这个 
分布表示成显形式： 

沒# = — Sp { ivT ^ Cr , , r t ) %( r 2 , r 2 )}, 汾 

=exp (― ~^ ； -)> (37. 3) 

式中 Sp 表示所有对角矩阵元的和.用这种方式定义的格林函数 
称作 温度袼林函数 ，以区别于“通常的”函数 G (故把 G 称作 时间格 
林函数）. 

像函数—样，非铁磁系统的函数沒 a ，在无外磁场时归结 
为标量：对于空间均勻系统来说，该函数与 A 和 
r 2 的关系又归结为与 r 这一差值的关系， 

同样不难 看出： 就定义 (37. 3) 本身来说，函数沒只与 
一 r 2 这一差值有关.例如，令 t x < r 2 ； 于是就有①： 

^ = ±-~ e Q / T Sp { Q ~^ / T e r ^ ^：( r 2 ) 

xe (-wS’ 0 a (ri)e 、 f}, 

或者在记号 Sp 下循环置换 因子： 

^=±^ye D/r Sp{e_( 1/r+ o S ， ^ ： (r 2 )e^ r<0. 

(37. 4) 

由此,上述的说法是显然的. 

事实上，变量 r 的取值只在如下有限区 间内： 

-l/T^r^l/T 7 , (37.5) 

并且当 r <0 时和 r >0 时，函数沒 ( r ) 的值可以用简单的关系式 
联系起来.当 rsq—r 2 >0 时，作类似于 (37. 4) 式的推导，求得： 




①括号中的因子2是对费米系统的，对于玻色体系统应换成1 
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⑵ 


A. r A A A ▲ . 

■e n/T Sp{^ (WT ~^ H n(r 2 )} 


= ~~e^ T SpU~^ r ^ ； (r 2 ) e -。，”) 心 ^(^)}^>0 

\^) 

把此式与 （37. 4) 式作比较， 则得： 

^(r) = ^(r-h~y r <。 (37. 6) 

[由干 (37. 5) 式,右边函数的宗量当 r <0 时是正的]. 

现在我们把函数沒 ( r , r ) 按坐标展成傅立叶积分，并按 r [在 
(37. 5) 式的区间内]展成傅立叶级数 CD: 


& ( r f r)^T 2 e 1(1，tr - 

« —co 

O (37 . 7) 

其中,对于费米系统 


^ s =(2 s - hl )7 tT 

(37.8a) 

对于玻色系统 


Cs~2sjtT 

(37. 8 b ) 

0 = 0, 士 1, 士 2, …)；这时自然满足条件 (37. 6). 

对 (37. 7) 式的逆 


变换，具有如下形式： 

ri/rr , 

沒 （ L , P )= j 。| e ~ , < p * r ~ i « 1f >^ ( r , r ) d 3 xdt (37. 9) 

[考虑到 (37. 6) 及 (37. 8) 式 ，在一 范围的积分变为从 
0到 1/ T 的积分]. 

进行类似于§ 3 6中所作的一些计算，可以把沒 ( L , P ) 通过薛 
定谔0算符的矩阵元表达出来.计算的结 果为： 

^(U P ) - 為 — H ) (1 士 (37.10) 

及— ^mn 


① A. :V_ A 6 pekocob, J. II, ropittOB，!！. E. ^iiom 血 CKitiUl 959 ) 及 E. G. ^>pa^KH 
(1959) 引入了这种方法. 
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由此，首先可以 看出： 

沒（一二沒 (37. 11) 

其次将 (37. 10) 式与的两个展开式 (36. 6) 和 （36. 20) 作对比， 
我们求得： 

P )^ G R ( iUP ) f L >0, (37. 12) 

在180页上已说过，条件 Cs >0 来源于表达式 (36. 6) 和 （36. 20) 只 
在0的上半平面内才直接成立.因此，在傅立叶分量中温度格林 
函数与在《的虚轴上离散点处所取的推迟格林函数相同.特別 
是，由这个结论可以立即写出理想气体温度格林函数的表达式，将 
①换成 iL , 由 （36.17) 式 可得： 

& i 0) a s , P ) = \ iCs ~ (37. 13) 

mm 

下一节将要讲述计算 函数沒 ( G , P ) 的图技术.为了确定函 
数 G R (< D f P ) (因而特别是为了确定系统的能谱)，需要建立一个解 
析函数，该函数应在 = 点上与沒(“， P ) 相同，并在 O 的上半 
平面内没有奇异点.假如补充上 hl ~> oo 时 G 〃(叫 P )— 0这一要 
求，则这套手续就是唯一的[见 （36.11) 式].然而在具体的情况 
下，这种解析延拓可能伴有一定的困难.但计算热力学量时并不 
需要进行解析延拓. 

例如,为了计算热力势可以根据对密度矩阵按吉布斯分布 
取平均的表达式 

Np a /r u r 2 ) = 士沒邱 Oi,r 1? *r+0, r 2 ) (37. 14) 

来进行.[该式显然由定义 (37.2) 得出； 见 (7.17)]. 取『 2 = ^ 
(并对 a = 0 求和后)，我们得到系统的密度 

2 f ^( L , P ) e ~ is ^ 7 |^3 (37. 15) 

V B — co J t ，一0， 
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该表达式将 I 定义为 iU 、 T 、 p 的函数，然后对等式 —30/3# 
求积分即可算出 0(^、 T 、 F ). 

§38. 温 度格林函数的图技术 

建立计算温度格林函数沒的图技术同在 §12 、 §13 中对时间 
格林函数的处理方法是类似的.松原0算符的定义 （ 37.1) 与 

海森伯算符的定义之区別,只不过是在形式上将^换成^这一事 
实允许在许多方面利用直接类比法. 

首先我们引人“相互作用绘景”中的松原算符，这些算符与 
(37. 1) 式的区別，是把精确的哈密顿量冷'换成自由粒子的哈密顿 
量欲) ： 

0 ， r) =exp(r^^)0«(r)exp( —T^'。）. (38.1) 

算符穸氙和穸％之间的关系是由松原占矩阵来实现的，它的 
建立类似于 (12. 8) 式： 

&(r 2 , ti) =T,exp| —I ^ 0 (T)dr (38. 2) 

式中 

t Q ( T ) = exp ( r )^ exp (~ rA f 0 ) (38. 3) 

是相互作用绘景中的相互作用算符.但是，以前在§12中，$和 
穸0之间的联系是在《二 一 co 时“加入”相互作用的初始条件下建 
立起来的，而现在穸 I 和穸？当 r 二0时相重合应起着“初始条件” 

的作用.相应地，代替 （12. 11) 式可 写成： 

^( r ) = 夕― 1 ( r , 0) 穸 ^( r )々( r , 0). (38. 4) 

把此式代入格林函数的定义 (37.3) 中； 为明确起见，取 
t 2 , 我们有： ' 

^afi(r i 9 r 2 ) = 

― —Sp{^^~ ! (ri, 0)^^(r 1 )^(r 1 , 0)&~ x {t 2f 0)W^(r 2 )&(r 2 f 0)} 
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(为简单起见，没有写出宗量 r u r 2 ). 注意，当 rArPrd 士, 

々 Oi, ^ 3 ) = <5*(ri,r 2 )d- (r 2 , r 3 ), 

& ( r 2y ^^( r2 , r 3 ). 

我们把上式重新写成如下形式： 


^ a p { r u r 2 )^~ 





)^^(r 1 )&(r 1 , r 2 )%(r 2 )d*(r 2 ,0) 



方括号中的各因子是从右至左按增大次序排列的.因此可以 写成: 


沒《 〆^, r 2 ) = -Sp{^- , [T r ^(r 1 )%(r 2 )^]}, (38.5) 

其中 

沙三 o ). 

不难 验证： 写成这种形式的表达式当时仍然成立. 


不同于 （12. 12) 式 的是： 在 (38. 5) 式中包含多余的（吉布斯) 
因子，除此之外,仍按相互作用粒子系统的各态进行平均.下面我 
们证明，这两个差异将“相互抵消”，因而可回复到完全类似于 
(12. 14) 的形式.为此，我们利用公式 

=e- r3 'o^*( r ， o), (38.6) 

此式是把 (38.1) 式代人 （38. 4) 式，随后将得到的表达式同！^的 
定义 ( S 7.1) 作比较而得出的.借助于上式，在 (38. 5) 式中作如下 
代换： 






把因子…〃从记号 Sp 下提出来，再把它从分子移到分母上，并表 
示成： 
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e -^r 二 /T = Spe~^o /T a^,0^ 

末了，以 exp ( A / r )( 这里仏是在同样的队直时理想气沐 
的热力势)乘分子和分母,我们最终 得到： 

Kt u t 2 ) = --~<T t ^ a (r ： WUrz)^o- (38. 7) 

这里,按无相互作用粒子系统的各态进行 平均： 

〈 … > 0 =Sp{?V**} 

显然这个结果与 (12. 14) 式相似. 

为了变到微扰论的图，同§ 13中的作法一样，我们将表达式 
(38. 7) 按相互作用算符 f 0 ( r ) 的幂展幵.对于粒子间呈现成对相 

互作用的系统来说，这个算符与 （13. 2) 式的区别只是把海森伯算 

符穸穸〗换成了松原算符 步 M 、 f M . 兮 算符乘积的平均值重新按 
维克定理展开（即用所有可能的方式来选取算符的成对收缩)；用 
§13中的同样的讨论，可以证明在这种情况下这个定理是适用于 
宏观极限的. 

因此，现在产生的图技术规则与§ 13中所得到的对于7=0 
时的图技术规则完全类似.图表示法也丝毫不差地保持原样.只 
不过图的解析读法规则有一点儿改变. 

在坐标表象中，每一条由点2进入点1的实线都相当于一个 
因子一绥汶（^，:^^，6)(带有负号).每一条连接点1和点 2 的 
虚线对应于一"个因子一 V ( r \ — r 2 ) 5 (^i — T 2). 图的各内点的一切 
变量 m 要在整个空间对 d 3 a : 积分，并在由0到 1/ T 的界限内对 
dr 积分. 

为了变到动量表象，需要把所有的函数發 ( °>展成( 3 7.7)式的 
形式.对全部内变量 r 求积分之后，在图的每个顶点都出现一个 
表征动3守恒定律（工1> = 0)的5函数.此外，在每个顶点上还出 
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现如下形式的 枳分： 

ri/T 

T exp{ —ir(^i +^#2 + ^3)}^^* 

Jo 

这个积分[考虑到 (37.8) 式]只当时才不为零，并且在这 
种情况下等于 1. 因此，在每个顶点上也遵从离散频率守恒定律. 
现在每条实线与因子一沒汶 （ L , P ) 相对应(但自身封闭的实线重 
新对应于因子 《 ⑼ （A T ) ——理想气体在 A T —定时的密度).每 
一条虚线相应于因子 一 U ~). 所有顶点上的守恒定律都考虑到之 
后,对余下的全部不确定的动量和频率作如下形式的积分并求和: 


co 


^2 


d 3 p 


(2jt) 


公共系数(包含 在一沒 m 中的图均带此系数)，在费米系统情况下 
等于 （一 l ) x ，这 Ml 是图中闭合实线圈数.在玻色系统情况下，此 
系数等于 1. 

当然，在这种图技术中（像在 T = 0 时的图技术一样）也可以 
进行部分求和以及引入各种图《单元》.比如说，可以定义顶角部 
分，它是通过双粒子格林函数表达出来的.这个顶角部分是以类 
似于 （15. 14) 式的戴逊方程与函数沒联系起来的.我们不必写出 
这些公式，因为这些公式的推导完全类似于 T = 0 时的情形. 

当变到的情况时，在松原图中对 s 的求和变为对 S 的 
积分，因而松原图技术就变为与第二章所讲的普通图技术非常类 

似的技术.但不同的是，当 S 为实数时松原函数与相应的虛半轴 
上以和 W 的值相同[见 (37.11—37.12) 式].为过渡到 T = 0 时 

通常的图技术,还需要把积分围道一直转到与 o 的实轴相重合. 
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第五章超导性 

§39. 起流费米气体能谱 

在第一章中所叙述的朗道理论都只与一种费米液体有关，即 

只与不产生超流现象而有能谱的液体有关. 对于量 子费米液体来 
说，这种谱型并不是唯一可能的，现在我们开始研究具有另一类型 

能谱的费米系统.采用粒子间有吸引作用的简并近理想费米气体 
的简单模型（这是可以作完全的理论研究的)，可以最鮮明地说明 
这种能谱的起源及其基本性质①. 

粒子间呈现排斥作用的弱非理想费米气体已在§ 6中讨论过 
了.初看起栾,在那一节里所进行的计算，对于粒子间的排斥作用 
情况和吸引作用情况（即散射长度 a 为正值和负值时)在同等程度 
上都是正确的.但实际上，在吸引作用 （ a <0) 的情况下，用这种方 
法求出的系统的基态，对于一定的改组(改变基态的性质和降低能 
量)是不稳定的. 

这种不稳定性的物理本质在于粒子都倾向于“成 对”： 在 P 空 
间中，位于费米面附近并具有大小相等、方向相反动量和反平行自 
旋的粒子对，都倾向于形成束缚态，这就是所谓的库珀 （ L . N . 
Cooper , 19577^应.奇妙的是，在费米气体中粒子间的吸引作用 
无论有多弱都会产生这种效应. 

正是由 于这种效应， 在讨论有排斥作用 的费米 气体问题中曾 

①这个问题是起导理论 的基础 ，该理论是由; T Bardeen, L. N. Cooper 和 J. 
R. Schrieffer 于（]9 57 ) 建立的，下面叙述的解法属于 H_ H. Boro.iio6oB ( 1958 ) 
工作 
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使用过的适于气体单个粒子自由态的算符集合〜现在已不 
能作为微扰论最初的正确近似了①.现在需要即时引入新的算符 
来代替上述算符，我们寻求的是下列线性组合形式的 算符： 

6 P — = Updp — -h v P Cp ， + ， (39 1) 

^ P + Wpdp + ~~ Vpd^l 

i ： 述形式合并了具有相反动量和自旋的粒子的算符（下标+和一 
表示自旋投影的两个值)；由于气体是各向同性的，系数〜只 
能依赖于动量1>的绝对值.为使这些新算符对应于准粒子的产 
生和消灭，它们应同以前的算符一样遵从同样的费米对易规则： 

〜 J; a + 6U6 pa =l ， ( 39 . 2 ) 

而所有其它的算符对都是反对易的（下标 os 注明两个自旋投影 

值).对此，变换系数应遵从如下 条件： 

m| + = 1 

(适当地选择相因子能够使％、心都成为实数). 

式的反变换具有如下 形式： 

dp+ —— UpSp+ ~f" VpSt-p 9 -^ 
dp — = UpSp—~ ' 一 VpSt p，+. 

根据同样原因（具有相反动量和自旋的一对粒子之间的相互作用 
起主要作用），在哈密顿量 (6. 7) 的第二个求和式中，我们只保留 
Pl =— p 2^ P , Pl = — P f 2^ p f 的一些项： 

(j = ^^ 2 m^ a ^ pot — 5 ，- (39. 5) 

Pa pp* 

式中重新引入了 “耦合常数4 = 1 « | / m (散射长度 a <0). 


①指出微扰沦（就§ 6中运用的形式来说）不适用于具有自旋投影为士 1/2和动 
量为 p 2 〜一 A 的粒子对，也就指明0 =兀处存在奇异点，用这种理论得到的准粒子相 
互作用函数的表达式 （6.16) 就具有这种奇 异点; 这种奇异点只在反平行自旋的愔况下 
才存在，而这些自旋对应于算符 cficr 2 等于一 3的本征值， 


(39. 3) 
这时，对 (39. 1) 

(39. 4) 
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在以下的计算中，最好再一次采用通常的方法，不必明显考虑 
系统中粒子数的不 变性： 现在引入差作为新哈密顿 
这里 


^ ~ dpa 

是粒子数算符；其次，在原则上可利用平均值I等于给定系统中 
的粒子数这一条件来确定化学勢. 

我们还引入记号 

Vp = - - (39. 6) 

2 m 

因为 = 所以在费米面附近 

f}p — Vp (p 一 史 f ) ， (39.7) 

式中 v F = p F / m , 从表达式 (39. 5) 减去 一 ，于是我们把原哈密顿 

量写为 

及 ， 二 ：X! 心‘〜— + at p ,^ a ^ p ^ a p+ . (39.8) 

pet pp 9 

我们在这个哈密顿量中进行 （39.4) 式的变换.利用关系式 
(39. 2-39. 3) 和可把求和下标 p 换成 一 P, 得到： 

rjpvj + ^ Vi>04 — ）（ M+6p+ 十 6j 6 P ) 

p p 

+ 2^^?/ p 2Vi； P (5“6: p ，_ + U p 十） 

P 

—+2 办心 09.9) 

V P > P * 

~ ^ - p ，一 方 p+ ——■古土 p ， 一 + 幻 pWp p，_ 一 Sp y * 

在熵一定时，利用系统能量 芯取最 小值的条件来选择系数％、 
Vp* 熵由组合表达式来定义： 
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S^~^Lnpa^nn pa + (l — n pa )hi(l—n pa )2^ 

fa 

因此上述条件与在准粒子占据数—定时能量取最小值是等 
价的. 

在哈密顿量 （39. 9) 中，对角矩阵元只具有含乘积 

^pa^pa ~ — 1 一 Wp a 

的一些项.因此我们 求得： 

/&’ = 2 2 ] V P vj + 2 V P (^l—^)(n P+ + n p _) 

P P 


i 

V 


y ^ u p v p ( l ~ n p ^~ n 9 ^) 


L- P 


2 


(39. 10) 


把这个表达式对参数％ [这时考虑 (39. 3) 的关系]取变分，我 
们便得到极小值的 条件： 


hE 


2 

- (1 一 Up ^ 一 UpS ) 匸 2 ? 7 jj v 

v p 


p 


4r{nl—vl)^Up» tv +—-) 

p f 


0, 


从而求得方程 


2 TjpVfpVp A (^Up ~" ”】） ， 


式中 A 表示求和: 


(39.11) 


A = ^^ u p vp ( l ~ n p + ~~ n p ^) 


P 


(39.12) 


由 （39.11) 和 （39. 3) 式，通过如和厶表达 Mp ^ p ； 


Up 2 


v p 


o 


hi 


/ 


1 士 




V A 2 + ?7 p 2 


(39. 13) 
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将这两个值代入 (39.12) 式，即得到确定 △ 的 方程: 

9 1 一双一界 j > — 一 1 

'2v^~^/WTW "— • 


在热平衡的情况下，准粒子占据数与自旋方向无关并由费米分布 
(化学势等于零，见8页的注解) 给出： 


n p + ^= n p ^~ n p ^ [ e ,/r + l ]~ 1 . 

再将求和变为对 P 空间求积分，我们把这个方程写成 


1 

2 


l ~ 2 n 


d 3 p 


〜 /A 2 + t?| (2nh) 


(39.14) 


(39.15) 


现在转而研究上面得出的几个关索式.我们看到，△值在所 
研究类型的能谱理论中起主要作用.现在首先计算 T = 0 时这个 
量的数值（用 Ao 表示). 

当7=0时，准粒子是不存在的，因此如= 0,方程 (39.15) 取 


如下 形式： 

g f 4 jzp 2 dp 


(39.16) 


应立即指出，当!7<0时，即在粒子间呈现排斥作用的情况下(方程 
两边的符号显然是不同的)，这个方程显然不可能有 Ad 的解. 

满足 A 0 <§： V /- \ Vf ~ v \ 的动量区域对 (39.16) 式中 

的积分提供主要贡献，并且积分具有对数性质（结果证实比 M 
小).当某一 ^ = S 〜 P 时截断对数积分，我们有① 

• P 2 dp _ ^ Pf f drj 


①当多》办时7^〜沪，因而 （39. 16) 式中的积分就写出的形式来看，将同卩一 
样发散.但实际上这个发散是虚假的，将常数？(即散射长度 a ) 和相互作用势之间的 
关系重整化，即可消除此发散，这和§ 6及§25中的处理方法是一样的 . 连续进行这样 
相当复杂的 H 筇还可以求出切断参数?和化学势 M 之间的比例系数： £ = 

CM9" [参看 X II. ropLKOB^T. K.MoiHK-BapxyAapors, 40^ 1452(1961)]. 


■ 
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因此求得: 


gmp F , s _ 

2 ^W 


(39. 17) 


从而 


Aq = cexp 


2jt 2 fi 3 \ 

9mP F J 


: eexp 


jtfh 


2 p F \ a \ 


(39. 18) 


这个表达式也可以写成 

Ao = BQxp ( — 2/ gv F ) 9 (39. 19) 

式中 v F ^ mf v lnV 是费米面上单位能量间隔的粒子状态数密度 
(vde 是 h 间隔内的状态数). 

使我们最感兴趣的是系统能谱即元激发能量= 
e ( p ) 的形式.现在我们裉据准粒子占据数改变时整个系统能量 
的变化[即把 (39. 10) 式中的芯对取变分]来求 s ( p ) 的形式. 
因 为知、以的 值已由 E 对它们的微商等于零这一条件选定了，所 
以可在—定的情况下把芯对〜《取变分.因此 


\ hn pa: / UpVp 

利用 （39. 11-39. 13) 式计算微商,便得到如下简单的 结果： 

+ • (39.20) 


我们看到,准粒子能量不可能小于 V = Vf 时所达到的 △ 值,换 


言之，系统的激发态与基态隔着 
一个能隙.具有半整数自旋时，准 
粒子都必定成对出现.就此意义 
可以说，能隙的大小等于 2 A . 我 
们注意到这是一个指数函数性的 
小量：因为 A I a | /&《1，所以按 
指数函数 A 。 小于…也应指出， 

， W ， 



表达式 (39.18) 不可能按小参 



数-——耦合常数 y 的幂展开； P 包含在指数的分母中，因此9 = 0 

这个值是函数 A D (W 的本性奇异点. 

(39.20) 式的能谱遵从§23中建立的超流 条件： e/p 的最小 

值不等于零.因此粒子间相互吸引的费米气体必定具有超流 
性质. 

在图5中将超流情况下准粒子的色散规律（上面的曲线）和正 
常费米系统的色散规律作了对比.在后一种情况下，这种规律（根 
据§ 1结尾所作的解释）是用 e = 化|的两条直线表示出 

来的. 

能隙 A 的大小与温度有关，这就是说能谱形式本身与准粒子 
的统计分布有关一一与正常型费米液体的情况类似.因为当温度 
升高时准粒子占据数增加（趋干1)，所以从方程 (39. I 5 )就可以看 
出，这时 △ 减小并在某一有限温度几时变 为零： 系统由超流状态 
变成正常状态.这个转变点就是第二类相变（类似于超流玻色液 
体的2转变). 

在简并费米气体的能谱中有能隙存在，它是本节幵头已经讲 
到的“成对”效应的表现 . 2A 的大小可以看作是库珀对的束缚能, 

即这种 粒子对 分离时所需的能量. 

哈密顿量 （39. 5)( 如§ S 所指出的）只考虑 s 单态（即粒子的 

相对运动轨道矩等于零，并且自旋反向平行)上粒子对间的相互作 
用.总自旋等于零时，粒子对的行为同坡色型组成物一样能够以 
任意数目*聚集在（整体运动的）最低能级（即总动量为零的能级) 
上.就这样的直观解释来看，这种现象完全类似于坡色气体中粒 
子在零能态上的聚集（玻色-爱因斯坦凝聚)；在这种情况下，凝聚 
是成对粒子的集合. 


* 原文为存限数目——译注. 
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当然不应过多地赋予束缚对的槪念以字面上的意义.更准确 

地说，应谈及|>空间中粒子对各态之间的相关，这种相关使合动 

量为零的粒子以有限概率出现.在相关区域内，动量的弥散值 W 
对应于 A 量级的能量，即 bp ^ A / v F . 相应长度 S 〜 A / 办〜 Ah / A , 

用来确定具有相关动量的粒子之间距离的数量级.当7=0时， 


这个长度（称作相干长度）为 


Jtfb 


〜 A ex p ( 

△o 沪 ，\ 2ip F \ d \ 


(39*21) 


因为对简并费米气体 ^/ Pf 在数量级上与原子间距相同,所 以我们 
看到 ，“ 比原子间距大得多.特別是，这种情况直观地表明了束缚 




对的概念不是无条件的. 

库珀效应的发生与费米面的存在有密切关系，该面7=0时 
在 P 空间的占椐状态限定了有限区域；有一个重要情 况是： 在这 
个表面上，单位能量间隔的状态数密度不等于零.这种关系表现 
于决定能隙 △() 大小的公式 (39.19) 之中，这里当^^0时 A 0 变 

为零. 


§ 超流费米气体热力学性质 


现在我们从计算能隙大小与溫度的关系来着手研究超流费米 
气体的热力学性质.把方程 （39.15) 重写成如下 形式： 





e(2jth) 


9 




e(2zh) 2 ' 


我们注意到，方程左边的积分与 T = o 时积分的差别，仅在于 
把 △() 换成 A . 因此考虑到 （39.17) 式我们看出，方程左边等于 

把 （39. 14) 式中的代入方程的右边并变换积分自 


ro 


A * 


变量进行 积分: 


争 
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In 


A 0 


d7] 


e(e" r + l) — 


2/ (l> 


(40.1) 


式中 


Kn) 


dx 


o 


^/x 2 -bu 2 (expVar 2 + w 2 +1) 


(由于积分收敛得很快，积分限可以扩大到士 〜）. 
在低温 (T« A) 范围内容易算出积分①，并 得到: 


A= A 0 



2 jzT 

△o 


e 


A, /T 


(40. 2) 


但在相变点附近区域内 A 很小，于是积分 HMT ) 展开式的 
前几项给出㉝ 


① 


当 W 很大时， /(«) 按 1/ M 的展开式的第一 项为: 

9 dx 


Hu ) 


exp 


!>«)H 吉 


i /2 


e 


② 

下 积分: 


u u \ zn ^ / 」 \ 2 u 

对于积分 /(«) 的展开式来说，当 u — 0时我们可以从展开式中加上和咸去如 


I 




于是其中 

/2= TJo ^ th f ~ 


=th 


^/ x 1 J rU z 


)<!», 


+ 2 

在/^中可以简单地求出第一项的积分，而对第二硬进行分部积分，求得 


211 = —In 


u 


lux 


dxt 


2 2 J ^ch z (x/2) 

式中的积分等于 2 lTi ( jr /2 W ( 这里 lny - C -0.577^ 

— ln(n/yu) 9 

积分 A 当 w =0 时变成零.此积分按 W 展开式的第一 项为: 


•欧拉常数），因此 


Iz ~ — 


( 1 
T 


^丄 ㈣ 
x \ x 2 / 


把展开式 


th 


x 

J 




Ax 




0 


(此式的推导，可参看 233 页的注解）代人前一式中，得: 


21 产 iu 




drr 


^ J 0 [(2 W +1)^ T ^ = S 2 (2/?+1) 

TJ-— 0 7t = 0 


u z 


7g(3) 

8 jt £ 
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ln T =]n ^ +z f^ ^ 


(40. 3) 


由此首先可以 看出: 当温度为 

yA 0 /jr = 0.57 A o (40. 4) 

时 A 变成零，这个温度小于简并温度 T 0 〜 ju . 然后取一级 T c ~ T 9 
可得： 

晶 Cr : 3 風 (机 5) 


下面剩下的是计算气体的热力学量.首先，我们研究低温范 


围内的情况. 


为了计算在此范围内的热容量,从公式 


bE~ > : + S«»^) = 2^! ehn p 

p p 


出发是最简便的，此式表示对准粒子占据数取变分时系统总能量 
的改变.将公式除以 & T 7 并由求和变为求积分，即得热 容量： 


c=v 


mp F 


dn A 

e dT dv 


当 T « A 时，准粒子分布函数 
+ ^ 2 /2 A 0 ； 进行简单的积分，便得出如下 结果： 

fl — 17 ^ ^ , 2 _Aq/T 

7t i/2 fh 3 T Z/2 


准粒子能量 e 〜 A 0 




(40. 6) 


所以当 T ~>0 时热容量按指数规律减小，这是能谱中存在能隙的 
直接结果. 

根据热力势 D 来作进一步的计算是方便的，因为我们所作的 
全部研究都是在体系化学势（不是体系的粒子数）为已知的情况下 
进行的 ®. 现在我们利用公式 


①不要把气体 G 身的化学势与等于零的准粒子气体化学势混为一谈1 
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(40. 7) 


式中义是描述系统的某一参量[对比第五卷 （11. 4)、（15.11) 两式 ]; 
在这种情况下，我们取哈密顿量 （39. 8) 第二项中的耦合常数穿作 
为这种参量.这一项的平均值由公式 （39. 10) 中的最末项给出，根 
据(39.12)式,它等于一7^ 2 /^\^.因此有 


3 D FA 2 

——= 人 •• • 

3 分 g 2 

当 g - 4 时能隙 △ 趋于零.因此，将这个等式在从0到9的界限内 
对办 求积分，我们便求得超流态的热力势与在同样温度下正常态 


(△==0) 时热力勢值之差①： 

— = ―V \ 〜 ' d 夕. (40. 8) 

h9 

根据微小附加量的一般定理（见第五卷 (24. 16) 式)，修正量 (40. 8) 
式用相应的变量衾达时,对于所有的热力勢都是相同的. 


在绝对零度时 A = A 0 , 于是根据 (39. 18) 式我 们有： 

dA 0 2 jt z ^ A 0 
dg — mp F g 2 • 

在 (40. 8) 式中，把对 dp 求积分变为对 dA fl 求积分，我们便求得超 
流系统和正常系统基态能级之差的如下表 达式： 


E .— E n = • (40. 9) 


这个差值的负号，表示本节开头曾提到的在气体粒子间呈现吸引 


①这里有必要对我们从一开始就作的忽略给以注释.在哈密顿量 (39. 8) 中，当 
?=0 时根本 不存在粒子间的相互作用，因而可以 想到： 我们得到的是理想费米气体, 
而不是“正常”非理想气体.但实际上在哈密顿量 （39. 8) 中已经作了忽略，此后就不可 
能再谈及能量绝对值的计算了.相互作用项已被省略，这些项对于求能谱的肜状及差 
值辽-辽是无关紧要的，它们对能量的贡献大千指数小量 （40.8) [这恰好是与 
成正比的贡献，它由公式 (6. 13) 给出 ], 
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作用时“正常”基态具有不稳定性.对于单个粒子， （40. 9) 式的差 
值为〜 A 2 / 卜 

现在我们转到相反的 情况： T -^ Tc 将等式 (40. 3) 对2求微 
分，得： 


7 S (3) AdA: dAo 2 刪 


4 n z T z 


A 0 mf F 


9 2 


* 


由此式将 dg / g 1 代人公式 (40. 8), 并将其理解为自由能 的差: 

V 7 4^lZ P ^ f A AM A, 


8jt 4 h 3 T 2 


考虑到 (40. 5) 式，最终有 


£) 2 . 


(40. 10) 


从而 熵差: 


S s —S 产 一 V 4mpFT - c J l 


7^(3)ft 


3 



当 T — 3%时,热容量差趋于有限值 


c 9 ~ c n ^v 


4 mp F T 0 

7 l ( 3 )¥ 


(40. 11) 


就是说，在相变点要经历一个跃变，并且 OR . 正常态热容量 
(取一级近似)可由理想气体公式得出[见第五卷 （58, 6) 式];通过 
表达的热容 Jt 的形式为 C n = Vm VF T ! Z %\ 因此，在相变点热容 


量之比为 


O s ( T c ) 12 


C n ( T c ) 76(3) 


+ 1 = 2.43. 


(40. 12) 


对于气体的超流性来说，气体的特征是把密度 p 分为正常部 


分和起流部分.根据 (23. 6) 式，密度的正常 部分: 


Pn 


8 ;r 


3(2 ^) 3 j 




Pf 


ZJt 2 K^v f 


t ae 


n * 


利 爪公式 
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mN _ Bjtpim 

~v~ ~ H 2jth) 


把气体总密度与 h 联系起来了，因此 


Pn 

P 


dn 

de 


d ;;. 


(40. 13) 


这个积分不需要特意去计算，因为可以把它化为已知的函数 
A ( T ). 将方程 (40.1) 对 T 求微商，并把得到的积分与 (40. 13) 式 

比较，即可 证实： 


Pn 


A 

¥E 


(40. 14) 


把极限公式 (40. 2)、 （40. 5) 代入上式，得 




T->0 


Pn 

P 


2jtA q \ 1/2 An/r 

~T~ / 


(40. 15) 


T~^T cl 



(40. 16) 


最后，关于得出的公式对温度的适用范围还必须作两点说明. 
当接近于相变点凡时，准粒子的相互作用过程（在上 述理沦 
中未加考虑)就变得重要了；在这种情况下，对于第二类相变点特 
有的热力学量奇异性的产生，这些过程的确是极为重要的.在充 
分接近相变点时，上面得出的那些公式最后当然并不适用.但由 

于存在小参数(耦合常数这种情况在我们所研究的模型里只 
当 T 0 -T 的值非常小时才开始出现；在§ 45中我们还要更详细地 

讨论这个问题. 

像在超流玻色液体中一样，在我们所研究的费米气体中(与具 
有排斥作用的费米气体相反，见 §4) 可以传播声音（声速为《〜 
Vrlm 9 并以通常方式决定于介质的压缩性).这就是说，除了这里 
所研究的费米型激发谱以外，在这种气体的能谱中也有声子的玻 
色激发支.由声子决定的热容量与 ^ 73 成比例,而比例系数较小. 
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但是当 T-^0 时这种热容量最后必定超过按指数规律减小的热 
容量 (40. 6). 


§41- 起流费米气体的格林函数 

现在我们来建立适用于超流费米体系的格林函数数学方 

法①. 

在§26中我们曾看到，用#算符术语表述时，玻色系统中的 
玻色-爱因斯坦凝聚，是由连结两个状态的矩阵元存在不等于零的 
极限值（当粒子数 N-^ od 时)表达出来的，而这两个态的整别只是 
#变化一个 1. 这种论点的物理意义 在于： 使凝聚体减少或增加 
一 个粒子并不改变宏观系统的状态， 

在超流费米系统的情况下，上述论点也应适用于由库珀对构 
成的凝 聚体： 在凝聚体中变化一个库珀对时，系统的状态不会改 
变.在数学上，这一点是由两个粒子消灭算符之乘积穸 〆 叉 2 ) 
沪的矩阵元和与它呈厄米-共轭的粒子对产生算符之乘积 
t + a (X^；(X 2 ) 的矩阵元存在不等于零的极限值 （ I — co 时）表 
达出来的.这些矩阵元将系统各相同状态联系起来了，这些状态 
的差别仅在于系统中减少或增加了一付粒 子对： 

lim 〈和 , 11 心 < 叉 2 ) 少 0 (1 〗） | 饥 ,^+2> 

= lim<w, N-h2 \^： (X, )^； (X z ) : N) *^0 (41. 1) 

以下我们将略去极限的记号；为简单起见，我们也略去对角矩阵下 
标这里的7«是对不同粒子数系统的“相同”态编号的. * 

像§ 3 1 中的玻色系统情况一样，在超流费米系统的格林函数 
数学工具中，会出现几个不同的函数.除了通常的格林函数 

① 本节中讲述的方法是 xn . roptKoii 的工作 （1958). 
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(41. 2) 


iG a ,{X ly X 2 )^{N\T^ a (X x )n (^2) I N) 

之外,还必须引入几个“反常”函数,根据定义， 

iF a0 (X l ,X 2 )^<N\Tt a (X 1 )^AX 2 )\N + 2} 9 
iF ： ,(X l9 X z ) = <N + 2\ T 少： (X 此 (X 2 ) \ N). (41. 3) 

因为和中的每一个函数都是由两个相同的算符排列成 
的，所以 

F a ,(X lf X z ) = -F, a (X 2 ,X l ) f 

Fi 0 (X 1 ,X z ) = —F“(X Z ， X,), (41. 4) 

我们提醒一下，根据统计学基本原理，不论按封闭系统定态的精确 
波函数求平對或利用吉布斯分布求平均，统计平均的结果都一样. 
所不同的，只是在第一种情况下平均结果用能量五和粒子数#表 
达，而在第二种情况下是用 T 和 P 表达的.对于本节今后的讨论 
来说，第一种方法更方便. 

在§ 39所研究的费米气体模型中，束缚对都处于单态.束缚 
对的产生算符矩阵元或消灭算符矩阵元的自旋依赖关系，归结为 
单位反对称旋量:‘ 

〜丨 :)• （41.5) 

因此我们把函数(41_ 3) 写成① 

= ( X \， X2 ) ， F:p = g a 0 F + Xz 、• (41. 6) 

同时由于 (41. 4) 式， P 和对和是对称的.但是非铁磁 
系统的格林函数叹 ^的自 旋侬赖关系，可化为 = 在宏观 
静止的均勻系统中，格林 函数^ F 和 F + 仅仅依赖于各点的坐标 
差和时刻差（见152页的注解 ®). 

在§ 26中引入的函数丑( X )具有凝聚体中粒子的波函数意 

①见39页的注解. 虽然按 自己的自旋结构来看0^是二阶混合旋量，而函数 
K , 和则分别是逆变和协变旋置. 
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义，与此同样，可以把函数 r 2 ) 看作是凝聚体中结成库 

珀对的粒子的波函数.于是函数 

S(X)=iF(X ， X) (41. 7) 

就是这些库珀对作整体运动的波函数.由定义 (41. 3) 、 （ 4L5 ) 不 

难看出，这时 P+O：, X)=iS*(X). 在宏观上静止的稳定系统 

中，函数 S(X) 归结为 常数； 适当地选择0算符的相位，可以使这 

个常数为实数. 

现在我们来计算以这种方式定义的粒子间呈现弱吸引作用的 
费米气体的格林函数. ^ 

海森伯0算符遵从方程 （7. 8). 因为在我们 A 研究的气体中 
粒子间力的作用半径很小， 因 而在这个方程的积分项中可以取 
因子 rO 在 r' = r 点的值，并把这些值从积分号下提 出来; 这 
时方程取如下形 式①： 

譬 〜 (S + 十-此” (41. 8) 

取这个方程各项的厄米共轭形式，我们便得出算符於 + 的类似 方程: 

= + (41. 9) 

将表达式 (m) 代人微商 aG a ,/3i[(9.5) 式]中，得到 方程： 

(嗑 + 荔 + 今 

-ig(N\Tt ： (X)^ v (X)^ a (X)tUX f ) I i^> 

二 ^5 ⑷ (X — JO- (41. 10) 

[比较 （15. 12) 式].这里出现四个 # 算符乘积的对角矩阵元，根 

①如 § 39 —样,我们利用记号 g 作为耦合常数，它与常数一％=— ft/db 相等. 
我们把拉普拉斯算符写成 V 2 以免和能隙 A 相混淆.在本节和下一节中，我们取 ft 


鲁 
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据矩阵的乘法规则，可以分别写成两对算符的矩阵元乘积之和.从 
所有这些乘积中，我们只保留其中含有粒子数改变为 N ^ N +2 
这种跃迁的矩阵元项,而略去其余所有 各项： 

—(N\T ?F,.# a }N^2}(N+2 \| N) 
= ： -F ra (X,X)F^(X 9 X r ) = ~-d a ,F(0)F + (X-X , ) (41. 11) 

[在最后的变换中，利用了表达式 (41. 5)]. 在物理上，这一项对应 
于粒子的配对，其数量级与凝聚体密度相同. 

但是我们要强调一下，上述做法同在弱非理想坡色气体的情 
况下所作的忽略有原则区别.在弱非理想坡色气体中，当 T = 0 
时，几乎全部粒子都处于凝聚体中，仅仅由于粒子的微弱相互作用 
而出现非凝聚粒子，其数量颇少.在费米系统的情况下，恰恰相 
反，凝聚体本身是由于粒子的微弱相互作用才出现的，因此它只 
包含少部分粒子.换言之，在作 (41. 11) 式的代换时被舍去的项是 
不小的，它们大于保留的项.此时被舍去的项只对计算系统基态 
能级的修正有用，在此我们并不感兴趣，但是这些保留项将导致 
本质上一种新的效应——改变能谱的性质（对此可比较201页 
的注解). 

经 (41. 11) 式的代换之后，方程 (41. 10) 可化为如下 形式： 

( + ^ + M y ( X )^ gEF + ( X ) = h <^( X ) (41. 12) 

[函数的宗量 X - X r 换成 X ，根据定义 （41. 7), 常数 iF (0) 用丑表 
示].这里包含两个未知函数 外 X )和 F + (X), 因此为了算出这两 
个函数必需再有一个方程. 

我们算出微商 

I tv). 
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便得到这个方程；这里没出现含 S 函数项[类似于 （9. 5) 式中的第 
二项]，因为函数巧 〆 尤一又0 [与函数^ 〆 X — 相反]当《 =〆 
时是连续的①.把 (41. 9) 式代入上式，并像 (41. 11) 式一样重新将 
凝聚项分出来，最终我们得到方程 

’■-^ y + (X)-rgB*G{X)^O f ‘ l 13 ) 

其中包含 （ 4 1. 12) 式中同样的两个函数 G 和/ 所以由这两个方 
程便足以算出这两函数(但是为了计算 F ， 还需要用同样方法再导 
出一个方程). 

我们把这两个方程变到动量表象，这里仍用通常方法引进傅 
立叶 分量⑺ ： P ) 和 F + ( P )： 


{ co ~ rjp ) G ( P ) + gSF + ( P )= l ， 
( oj ~ Vp ) F + ( P )+ gS * G ( P )=0. 


(41. 14) 


式中/ >=(©， p ), t lp = P y 2 m - fi . 应当指出，由于 F +( X ) 是偶函 


数，它的傅立叶分量也是偶 函数: 


由两方程消去函数尸 + ，便得出 G 的 方程: 


(0) 2 —V 】一 A 2 )G ( 尸 ） =c»+77p, (41. 15) 

其中引入了记号 


A = g\S\. (41. 16) 

方程 (4L 15) 的形 式解： 


式中 e ( p ) =V ^ 2 j ttJp ? 由公式 (39. 13) 给出. 


(41. 17) 
从此可 


以 看出，由格林 阀数 的正极 点所确定的元激发谱由函数 e ( p ) 给 


出，即我们又得到 （39. 20) 式的结果.同时我们也看到 5 能隙 △和 


^①只要^用类似于在§9中对 Gw 的处理方法箅出函数 iV 〃的跃变，并注意算 
符步与备》（《, 〆 ）是反对易的，就很容易证明这 一点. 
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库珀对作整体运动的凝聚体波函数的模，原来是彼此成比例的 
两个量. 

但是的表达式 (41. 17) 还是不完全的，因为式中没有确 
定环绕极点的方式.换句话说，函数 G 的虚部仍旧是不确定的；这 
一部分含有&函数 bO 士因此在方程 （41. 15) 中乘以—£ 2 
时就被消去了. 

当 : T = 0 时，环绕极点的规则，可采用将表达式 (41. 17) 与展 
开式 (8. 7) 作直接对比的方法建立 起来: 在极点为正和极点为负的 
各项中，需要将变量分别换成 0 + iO 和 cd — iO ; 于是 （41. 17) 式取 
如下 形式： 


G ( co , p ) 


ul 

co — e(p) + iO 



_ vj _ 

CO 十 £ (p )—iO 


Up 


(a; —e 十 iO)(co te —iO) • 


(4 L 18) 


现在从 <4 L I 4 ) 的第二个方程将表示出来，我们得到 


F + (co, V ) 




gB 


(to — e +iO) + £ — iO) 


另一方面,按照定义则有 


(4 L 19) 






F^(P) 


da > d 3 p 

(2jt) 4 


(41, 20) 


将 (41. 9) 式代入上式，在上半平面内封闭无限远半圆形围道以实现 

I. 

对的积分，此后通过极点 0 = e 上的留数将积分表达出来.约 
去之后,最终我们便得出确定的等式 (39. 16). 

时，求格林函数的虚部比较 复杂.为建立 对变量 o 具有 
正确解析性质的函数 G (⑺， />) ，我 们首先 写出推迟函数以 ( co , p )； 
它在上半平而内应当是解析函数，因此在 (41. 17) 式中把 o 换成 
ce ) 十 iO 即可辟出.这个函数的 虛部： 
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Ittlt?* = — JT Qm| 6 (<i) — fi) + 权 ！ b (Ct> + €)]. 

待求函数 G 的虚部，可由上式并利用公式 （36.14) 求得，根据 
(36. 14) 式， 

lmG(co,p) = ih~lmG R (G>, p) 

— — (1 — 2ll|>) JT [tif 各 (0) — 6) — Vp b (O + C)], 

式中％是费米分布函数 （39. 14) (利用此公式，我们便可以从桉系 
统已给定的定态求平均过渡到按吉布斯分布求平均).具有这个 
虚部的函数 G 可写成如下 形式： 

G(o,p )= —— —- 1 -^― ■ 

CO — e + iO CO^~ 6 一 iO 

+ 2jriwp[wj 6 (o? — c ) — v!b(fy + c)], (41. 21) 
现在我们求得函数 P + (cu,p) 为 

尸（仿 , P)ln— j 〜马 ㉔ [S(o> — e) + & (仿 + g)], 

e 

(41. 22) 

其中第一项对应于 T = 0 的函数 (41. 19). 将此表达弋代入 （41. 
20) 式并进行积分，我们又回到确定 A(T) 的方程 (39. 15). 

方程 ( 4 1. I 4 ),可类似于超流玻色系统的方程 (33. 7) 表示成费 



曼图形式.这时函数 R F 和将用同 (33.6) 中一样的图元 
素——单向和双向箭头表示出来 .（41. 14) 式的两个方程可 写成: 
其中细箭头对应于因子沿^(/^，(^(户)是理想费米气体格林函 
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数. V 射和出射于顶点的波纹线分别对应于因子和一 
将 (41. 23) 式与 (33. 7) 式进行比较，我们看到 i ㈣ 、 ―啦 *这两个 
因子对应于自能函数辽。 2 和 i ^2 o , 也就是说,它们是这两个量的一 
级近似.应当指出，新的图元素（双向箭头和波纹线)只限于超流 
费米系统的图技术这一特殊性;与玻色系统情况不同,这里不出现 
“ 三叉” 顶点 ,因此这里图技术比用于起流玻色系统的要简单得 
多，并更接近于“通常”的图技术. 


§42. 超流费米气体的温度格林函数 


在§ 41中曾运用通常的“时间”格林函数来确定超流费米气 
体的能谱.然而,对于解决更复杂的问题(首先是研究处于外场中 
系统的性质），用温度格林函数这一数学工具 ( A . A . AdpHKOCOB , 
ji . n . ropi > KOB ， i 9 58) 就更为方便. 


温度函数 少# ，和用于正常费米气体时一样,由公式 (37. 3 )定 
义.但温度函数梦#和麥对应于时间 函数仏〃和 是用类 
似于 (41. 3) 式的公式来定 义的： 


r z )^^{m 9 N\^T r W^n I 饥 ,#+2>, 


这两个函数的自旋依赖关系以因子[与 (41. 5) 式一样]的形式 
分离出来0>: 



同少一样，函数％和％只与差值 r = T ! — r 2 有芙， 


(42*2) 
并遵从关系式 


①与 （4 L 6) 式中符号相同 的情况 不同，定义式中茨与麥的符号相反是合理的， 


因为定义 （42.1) 没有 （41.3) 式中的因子 i . 
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(37. 6)( 取上面符 号)： 

二 —+ 1 )， ^ ( t ) = ~~ ( 42 . 3 ) 

因此，这两个函数按 r 展开的傅立叶级数只包含奇数“频率” 
(37. 8 a )： L = (2 s + 1) jtT . 

t = 0 时的松原0算符与^=0时的海森伯算符 一致： 

( r ~0, r ) ( t ~0, r ). 

将函数％、歹的定义同 F % F + 的定义作对比，因此我们 求得： 

茨 （0, r ;0, r)^S ( r ), ^ (0, r ; 0, r ) ~ S *( r ). (42. 4) 

这里应把 S 理解为按吉布斯分布求平均（即用系统温度表达）的 
凝聚体波函数. 

现在我们证明，如何借助温度格林函数才能重新得出温度不 
等于零时的超流费米气体的能谱. 

像推导方程 (41. 12-41.13) —样，我们可以十分精确地推导 
出温度函数沒、穿和穸的方程.其中，把对 （求 微商换成对 r 求 
微商，而利用异于(41_ 8-41. 9)( 其中将换成 r ) 的方程代替方 
程 (41. 8-41.9). 像 (41. 11) 式一样，从4个松原算符乘积的平均 
值中分解出含有粒子数改变2的跃迁矩阵元.最终，我们得到 
方程： 


(― 嘉 +1 +M )^(r ， r;r’ ， r r )^\-gS^(r 9 r; r r ,r f ) 

= &(r—rMCr-rO (42.5) 

( 基 +^H- M ) 歹 0, r; r’ ， r’ ）一 pS *^(r,r; ^,^)=0 


转到傅立叶分量之后,这两个方程取如下 形式： 

(Ks~ Vp)^(Cs, p) ^9^ ^(Cs, p)=l, 

-HL+rj P )^a Sf p)-gs^a s ,p)=o. 


(42.6) 


參 
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这两个方程 的解： 

沒 (L ， P)— lO (42. 7) 

W(C S , p) = ^T^rp: =zF+ p) 9 (42. 8) 

这里又有 e 2 = A 2 +? 7 〗， (而且这个解是唯一确定的，它根本 
不包含如函数 G 和 P + 中的任何 S 函数）. 

确定能谱中存在能隙的条件，现在可以从如下等式 得出： 

fi » o 

或代入 ( 42 . 8 ) 式后 ，得： 


gT + 
(2^?^ 



C 2 s + e 2 ( p ) 


=!• 


为实行对 s 求和，可用公 式①: 


X ； [(25 + l) 2 ^ 2 +a 2 ]- 


因而得出与 ( 39 . 15 ) 相同的 等式: 


上十私 a 

2 o th ~2 


llf th A (io 


(42. 9) 


(42. 10) 


(42.11) 


§43. 金属的超导性 

金属的超导现象乃是金属中电子费米液体的超流性，它类 

①为得出这个公式，我们写出 ^ 

1 1 r 1 1 n 

(25 -hl) 2 ^ + a 2 = ^L a + ijr(25 + l)^a-i.T(25 + l)_ 

= 丄 I e _M [ e _ h (2>S+i>jr_j_ e i 

2 aJ c 

并在积分号下对几何级数求和即可. 
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似于我们在前几节中所研究的简并费米气体的起流性.虽然， 
在许多重要方面电子液体同费米气体是本质上不同的物理系统， 
但是与能谱性质有关的主要物理因素，在两种情况下仍然是相同 
的.现在我们用定性的方式讨论这样一个 问题： 上边所研究的模 
型究竟有哪些特点，可以在多大程度上转用于金属中的电子. 

金属的一个重要特性是，其电子的能谱是各向异性的，这与我 
们所研究的费米气体具有各向同性的能谱是相反的.但是，这种 
情况并不妨碍库珀现象的产生，对于后者而言，一个极为重要的事 
实 是:存 在界限分明的费米面（不论其形状如何)，而面上状态数密 
度都是有限的.动量相反和自旋相反的电子必须具有相同的能 
量，即两个电子应同位于一个费米面上.这一要求，由于对时间反 
演的对称性而自然得到保证.因此可以说，由于时间的相互反演 
而得出的各态中的电子都将配成对. 

下一个问题是金属中电子相互作用的符号问题.按最简化意 
义可以说，这种相互作用是由原子间距上受屏蔽的库仑排斥作用 
和通过晶格的相互作用形成的.后一种相互作用，可描写为交换 
虚声子的结果，并具有吸引的性质 （§64). 如果这种相互作用“占 
优势”，金属在足够低的温度下将变成超导体. 

重要的是，通过交换声子而相互作用的仅仅是处于费米面附 
近 P 空间中较窄层内的那些电子；这个层的厚度〜并小于电 
子的化学勢是晶体的德拜频率乂因此,若用弱非理想费米气 
体模型去描述超导性，则需要将 (39,19) 式中的截断参量 S 理 
解为 

S 〜 ho D (43,1) 

(代替 S 〜 0). 


①因而积分 d 16) 在大动量时发散的问题就消除了（对照195页上的注解) 
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至于说到相互作用 微 弱这一假设，实际上对于一切超导体 

都有 

T c 《 hco D 《 fi . (43. 2) 

但是，§39中所作的假设 更强： 耦合常数^是个小量，它使 
(39. 19) 式中 无量纲 的幂指数的值变大.现在这种要求可表成如 
下 条件： 

ln (% a > D / T c ^ l . (43. 3) 

这里不仅比值要大，而且它的对数也必须大.这个条件 
实际上未能得到很好的满足①. 

考虑到金属中的电子液体与弱非理想费米气体模型的所有实 
际差别，超导理论就变得非常复杂了.但同时发现，基于上述模型的 
简单理论，已经在许多方面对起导体的性质不仅定性地甚至定量 
地作出很好的描述.前面已经提到，这个理论是由 Bardeen，Cooper 
和 Schrieffer 建立的；因此，把粒子间呈现微弱吸引作用的费米气 
体模型，称作 BCS 模型. 

§44. 起导电流 

在电中性超流液体(液氦）中有两种运动，它们对应于起导金 
属中能同时流动的两种电流. 起导电流不 传热也不伴有能量耗 
散，因而它能在热力学平衡系统中产生; 正常电流与 释放焦耳热有 
关.我们把超导电流密度和正常电流密度记为九 和九; 总电流密 
度 j^Js + jn - 

只要从出现新的宏观量 一- 凝聚体波函数 EG , r) 这一事实 
本身出发，不论什么样的特殊模型都能对超导电流性质作出许多 
重要论断. 


① 比值^ 大约在对为 1 C 到对 A ] 和 Cd 为 30 C 的范围内变动. 



同 § 26 节一样，我们引入函数丑 （ f , r ) 的相位 0 : 


B(t,r)= \E\Q i0 . (44.1) 

就液氦来说，相位少梯度按 (26. 12) 式确定起流速度％,与此类 
似，在超导体情况下相位梯度则确定观测量——超导屯流密度.由 
于金属是各向异性的，一般说来，九的方向与的方向并不相 
同，而这两个矢量各分量之间的关系由某二阶张量确定.但是，为 
避免非原则地复杂化起见，这里我们只局限于讨论金属晶体的立 
方对称情况. 

这时，二阶张量归结为一个标量，而九和之间的关系归 
结为简单的正比关系.我们把它 写成： 

h = (44.2) 

2m 

按定义，这里 e 二 一| e | 是电子电荷，^为电子的真实质量.这样 
定义的量心(温度的函数）称作超导电子数密度；这个量在这里所 
起的作用，类似于液氦中的超流分量密度.我们强调一下,％与库 
珀对凝聚 体密度 绝不是一回事，正像液氦中 A 不同于凝聚体原子 
密度 

公式 (44. 2) [同液氦的公式 （26. 12) —样]要求在相空间中 
的变化充分缓慢.虽然，在玻色液体情况下只要求相位在原子间 
距上缓变，但在这里要求条件明显更强了.相干长度 lo 〜 

对超流费米液体起着特征线度的作用，相位0在这个距离（大于 
原子间距)上应当有小的改变® 

① （ 44 . 2 )式中写出的系数，在自由超流费米气体 （ BCMS ) 模型中，可使与 
§40中算出的蛩 P , —致.这样确定时，电流密度应表迖为夂 = 式中 〜是 
起流运动速度. 至于仏 与相位梯度的关系，可用 等式仏 ==( S /2 m ) V 少来表达；这里 
二倍质1： 2 W [代换 （26. 12) 式中的 m ], 是因为凝聚体由成对粒子构成. 

② 应当强调，这里出现的恰好足与温度无关的恒定参长度以后将给出这 
个判据的严格论证（见§51的结尾). 
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如果超导体处于外磁场中，则九和0之间的关系就复杂了； 
这里，我们研究恒定场(对时间）的情况.下面，需要对公式 (44.2) 
加以必要的修改，对此可以从理论的规范不变性的要求出发进行 
说明. 

这一要求是：一切被观测的物理 S , 在磁场矢势作规范变换： 

~ i ' SJ X (" t ) (44.3) 

时，保 持不变，式中 /( r ) 是任意坐标函数.这时,分算符同波函数 
有相同的变换 法则： 




(44. 4) 


式中 e 是用#算符描述的粒子的电荷（见第三卷 (11.19) 式 )( D . 
作为乘积妒穸 '+ 或穸，的矩阵元的格林函数 f ) 和 


P ( X , Z ') 可按下式 变换： 

G{X 9 x')->exp#| X(r)~z(r f ) 


TiC 




X(r)+X(r f ) 


G(X ， X ，）， 


F(X f X f ). 


此时 


S = iF(X, X)—ex 



2ie 

%c 


X \3. 


即凝聚体波函数的相位 


0—0+|^r( r ). 


(44. 5) 


(44.6) 


关系式 (44.2) 对这样的相位变换，并非是不变的.为了达到 
所要求的不变性,此式应增加一个含磁场矢势 的项： 


①由于在二次量子化的哈密顿量 (7.7) 中切以算符对 $(； n 和 A +( x ) 的形式 
出现,所以作 (44. 3—44. 4) 的变换时，上述哈密顿量的变换，就踉通常的（非算符的)波 
函数作这样变换时通常的哈密顿量变换一样. （44. 3— 44. 4) 形式的变换，实际上在 §19 
中就已经用过了. 
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js= ^ ns ( v0 s A ) (44 . 7 ) 

括号中第二项的二倍电荷，表示超导体的电子是成对出现的. 

这个表达式，足以解释超导体的主要宏观性质——将磁场排 
出起导体之外[迈斯纳 ( Meissner ) 效应]①. 

我们现在研究处于弱磁场中的均匀超导体，这里假定磁场值 
小于破 坏超导性的临界磁场 丑。.这个 条件，消除了磁场对化 值的 
重要影响.假设物体处于热力学平衡态， 因此 正常电 流不存在了， 
故九 = j ®. 现在对等式 (44.7) 两边施行 rot 运算，并注意 rotA = 
B ——物体中的磁感应，我们便得到伦敦 方程： 

(44.8) 
me 

(R London , H . London ，1935)@. 

这是 起导体 特有的方程.我们再运用一 般的麦 克斯韦 方程： 

(44.9) 
c 

divB = 0. (44.10) 

将 (44.9) 式中的 j 代入 (44. 8) 式，并注意由于 (44. 10) 式 ， rotrotB 

= - AB , 于是得到超导体中的磁场 方程： 

AB =3 ~ 2 B (44.11) 

式中引入记号 

8 2 ^= mc 2 /47 te 2 n $ . (44.12) 

我们利用这个方程来求超导体内靠近表面处场的分布，而这 
个表面在这里看作平面;现在选取这个平面作为 p 面，而 a ? _指向 


① 唯象超导体电动力学，在本教程的另一卷中讲述，见第八卷第六章. 

② 此后，在本章内各处都做这种股设，因此 i 在这里都是超导电流密度. 

③ 上述方程（ 44 . 8 )是朗道推导的 （1941). 
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物体内部.根据这些条件，场的分布只与一个坐标 X 有关 ，因而由 
(44.10) 式我们有 d 扎 /dx = 0; 于是从 （44.11) 式自然得出 5 尸 0, 
方程 （44. 11) 现 在具有 d 2 B/dir 2 = B/(5 2 的形式，因而 

B ( x )= iQe ~ x/d , ( 44 . 13) 

式中矢量$平行于表面. 

我们看到，磁场向超导体深处按指数规律衰减，并只穿透〜5 
的距离.这个长度是宏观量，但小于大尺度样品的一般线度 (5 〜 
1( T 8 —10_ 5 厘米），因此磁场实际上只穿透很薄的表面层.长度 
3称作场的伦 敦穿透 深度.应当强调，这个长度是一个直接可测 
的量,它具 有完全 确定的意义，这与参量〜的约定意义是不同的. 

但是上面所导出的结果，需要一个重要的附加条件.出发的 
公式 (44. 7), 只在所有的物理量在空间作充分缓变的条件下才能 
适用 ：物理 量在其间发生重大改变的特征距离，应当远远大于相干 
长度 I 。®.就是说，在这种情况下应有 

<5>^ 0 . (44. 14) 

当然，这一要求并不影响对于从起导体中排出磁场这一事实 
的证明，因为假如不排出磁场会导致逻辑上的矛盾.本来,在这种 
情况下磁场的变化是非常缓慢的，于是方程 (44.11) 就会适用.但 
具体的方程 ( 4 4. 11) 以及由它得出的场的衰减规律 (44. 13), 只当 
遵从条件 (44. 14) 时才成立. 

在超导体中，当满足不等式 <5》^时，称作伦 教情况 ，在相反 
情况下当 3 《心时，叫做皮帕德 (Pippard) 情况 (在这种情况下，磁 
场向超导体深处的衰减规律将在 §52 中研究）.当 r — T 。 时，起 
导电子密度〜 —0, 因此 (3— co 。 所以在充分接近转变点处，总是 


①我们提醒一下，磁感应 B 本身是按物理无限小的体积元求平均的尨实宏观 
磁场强度；各体积元的大小远大于晶格常数. 
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K 于伦敦情况.但当时，3和心之间的关系将依赖于金属 
的具体性质①. 

最后，我们还要研究表达式 （44. 7) 的一个推论，它与3和心 
之间关系无关. 

从宏观超导体电动力学我们知道，如果磁通量通过起导圆环 
的孔道，则这种通量在物体状态作任意变化(不破坏它的超导性） 
时,始终是不变的;这时假定，超导圆环是大尺度的,它的直径和厚 
度大于相干长度和场的穿透深度.现在证明，“冻”在圆环的孔道 
里磁通量值，只能是某一基本“通量量子”的整数倍0 7 . London 


1954). 

在物体深处(起出场的穿透范围）电流密度 i = o ; 但矢势不为 
零——只是它的旋度即磁感应强度 B 等于零.我们选取任一闭合 
回路 G 它包围圆环的孔道并在远离物体表面的地方通过物体的 
内部；这样选取，可保证遵从公式 （44. 7) 的适用条件——相位0 
和势 A 在空间的变化充分缓慢.矢量 A 沿回路 (7 的环流与通过回 
路平面的磁感应通量(即通过圆环孔道的通量 W 相等： 




A.dZ= rotA*d/ = |fll*d/ = 


另一方面，使表达式 (44. 7) 等于零，并把它沿回路进行积分，我们 


得到: 


r% 


A-dl 


he 

2e 






dl 


He 

2 e 


b 0 


式中是坏绕回路时 波函数 相位的改变.但由于要求这个函数 
具有萆值性，因而相位的改变只能是 2 a 的整数倍.所以我们得 
出如下 结果： 


①例如，在周期系的过漉族纯金属及某些中间金属化合物中，在整个温度范 m 
内都发生沦敦惜况.在非过渡族纯金属中，远离7%时发生皮帕德情况 f 
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0 = - = 2 x 10~ 7 Gs . cm 2 ( 高斯. 厘米 2 ). (44. 15) 

kl 

式中《是整数. ‘ 値是基本磁通置子. 

磁通量的量子化也有另外一方面的 涵义： 它将导致总电流 J 
发生离散值， 而/在 无外场时可以流过超导环.事实上， 电流 J 
产生通过圆环孔道的磁通量，其值等于 LJ 7 c , 这里 I 是自感系 
数.使这个通量等于便求得电流的可 能值： 


L e L 


(44. 16) 


与磁通量子相反，“总电流量子”同自感 l 一起依赖于圆环的形状 

和大小. 


习 



试求磁场中半径为 R < d 的超导小球在伦敦情况下的磁矩. 

解.当 丑《3时， 可以认为球内磁场是恒定的，并等于外场公.如果选取 
矢势为 A == l / 2 总 xr ， 则可筒单取 

i = — (n s e 2 /me) A, 


[即取 （44.7) 式中的 0 = 0]; 这时，在球表面上电流正常成分的消失 = 
0) 的边界条件自然得到满足.磁矩可按如下积分 算出： 

M = ‘(rXjW ， 

2 cJ 


沿球的体积求积分后，便 得: 



B 5 

30 ^ 


6 




§45. 金兹堡-朗道方程 

描述磁场中起导体行为的完整理论，是非常复杂的.但是在 

. • 

相变点附近的温度范围内>情况就大大简化了.这里，有可能迚立 
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不仅适用于弱磁场也适用于强磁场的比较简单的方程组 ①. 

在朗道第二类相变的一般理论中，“非对称”相与“对称”相的 
区别是用序参数描述的，此参数在相变点变为零（见第五卷 §142). 
对于超导相来说，序参数自然就是凝聚体波函数从原则上看， 
为避免不必要的复杂化，我们把金属晶体看作是立方对称的；在§ 
44中曾经指出，在这种情况下超导态是用标量〜——超导电子密 
度来描述的.对于这种情况，选择与 S 成比例的量作为序参数更 
为方便，我们把这个量记为心并遵从归一化条件 \ f\ z = n a /2. 

这个量的相位与函数丘的相位 相同： 

寸=^^' (45.1) 

起导电流密度 (44. 2), 用0表达时可写成如下 形式： 

= —|^| 2 V0 - — 於*▽垆一垆 VO, (45. 2) 

m Zm 

该理论的出发 点是： 把超导体自由能表达成函数 VKr) 的泛函.根 
据朗道理论的一般原理，将自由能密度在相变点附近按微小的序 
参数0及其对坐标微商的幂展幵，便可得到这个表达式.下面我 
们首先研究无磁场情况下的超导体， 

序参数分是与格林函数 F ( X f X)~-iS (X)成比例的量，就 
其本身的意义来说，它不是单值 函数： 因为函数 F(X, X)是由两 
个穸算符构成的，所以任意改变这两个算符的相位， 如穸— 
$e a2 , 都将 g 函数尸的相位改变 a. 当然，物理量不应当侬赖 f 
这种任意性, i 就是说，它们对于复序参数的变换#—加 ia ， 应当 
是不变的.有这一要求,就消去了自由能展开式中^的奇次方项. 
这个展开式的具体形式，是按照第二类相变普遍理论（见第五 

①下边所叙述的理抡，属于 B . JLrni 35 卬 f 和 JT .3 •朗道 195 G 年的工作.绝沙 


的是，这个理论在起导性微观理论出现以前就已经用唯象方法建立起来了. 
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146) 中的同样理由建立■来的.这里不再重复这些讨论，我 
ffj 直接写出超导体总自由能的如下展开式 

1 2 + « 1 ^ 1 2 + 音 I 於 1 4 卜7, (45. 3) 

其中' 是处于正常态（即於= 0时）的自 由能； 6是只与物质密度 

有关(而与温度无关)的正系数;《值与温度的关系有如下 规律： 

a^=(T-T 0 )a, (45.4) 

并在相变点变成零；根据起导相对应于 TCR 的范围，所以系数 
oOO; (45. 3) 式中 | VP I 2 的系数是这样选 定的： 使电流具有表达式 
(45. 2) 的形式（见下面)® • 在 (45. 3) 式中只出现0的一阶微商， 
这与 f 在空间作充分缓变的假设有关. 

对子均匀超导体来说，在无外场的情况下，参数#与坐标无 
关.这时，表达式 (45. 3) 可化为 

F ^ F n - haV \ t \ 2 i ^\ ip \ 4 . (45.5) 

当 T < T e 时， | 分| 2 的平衡值决定于此表达式最小值的 条件: 

m 2 =—| U ), (45.6) 

即与温度有关的超导电子密度在相变点按线性规律变成零. 

将 (45. 6) 式的値代回 (45. 5) 式，我们便求得超导态和正常态 
自由能 的差： 

F s — F n = -V^(T C ~T}\ (45.7) 

将此式对温度求微商，从而求得熵差，然后又可求出在相变点的热 


① 我们只提■一下，这里写出的梯度项的形式与假定晶体具有立方对称性有 
关.在较低对称性的情况下，这一项就会有微商 dHdxi 更一般的二次形式. 

② 这种选择(其中包括視 m 为电子的真实质量），当然没有什么深刻意义，其约 
定性与 M 4. 2) 式中定义〜的情形是一样的， 
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容 it 的跃 变①: 


(45.8; 


c s -c n =v 


a l T 

~T~ 


在相变点附近 ，（45. 7) 式的差乃是自由能的小附加量.根据小 
附加量定理(第五卷§ 15)( 表达成温度和压强的函数以代替温度 
和体积的函数)给出热力势的差另一方面，根据超导体 
热力学的一般公式[见第八卷 (43. 7) 式]，这个差与 一 的 
值相同，其中是破坏超导性的临界场.因此，我们求得在相变 
点附近临界场的温度侬赖关系的如下规律 ©: 

H c = = ( T c — T ), (45. 9) 

在有磁场的情况下，自由能表达式 (45. 3) 应当在两个方面加 
以改变.第一，需要给被积式增加一项磁场能密度 B 2 /8 ;r (这里 
B = rotA 是物体中的磁感应强 度). 第二，需要改变梯度项，以满 
足规范不变性的要求.在上一节里曾经证明，这个条件将使凝聚体 
波函数的相位梯度▽頌:必须代之以差— 在本情况 

下，其意思是指需要作如下 代换： 

V0 = e ia> v|V»| +i 分 V0 —▽於一 

nc 


① 将！ 的公式 （45. 6) 和热容量跃变公式 (43.8) 与 BCS 模型中相同 

S 的公式 (40*16) 和 (40,11) 作对比，便可以求出这个模型中的系数 a 和 6(：L II. Topr>- 
kob ,1959)： ， 

a = 6jr i 7 T ^/7^(3)/i = 7* 04 XT 7 。///， b ~ aTjn . 

这里利用了粒子数密 度? 2=p/m 及化学势 ju (当 r=0 时）与理想气体边界动量的 
关系： 

k = / 3 jt 2 S 3 , // = m. 

② 在 BCS 模 型中： 

丑。 ==2.44(讯？尸/於）1/*(7^ —7 1 )， 当 几 时； 

以们 再得出这个模型中的 T = 3 时的丑 e 值： 

H c ^0. 99 T C ( mpp / fi^^K 

[使 (40.9) 式的能显差等于“即得到此值]. 
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因此，我们得出如下的基本表 达式： 






2 +七 | 2 +去:叫爪 


(45.10) 


( PnD 是无磁场时处于正常态的物体的自由能）.应当强调，这个 
表达式中的系数 2 ie/fic 不再有任意性(与上边指出的系数 M /4 m 
的选择具有约定性不同）.式中的二倍电子电荷是库珀对效应的 
结果 ( JLELropbKOB ，1959); 当然，这个系数不可能用纯唯象方法 

确定出来. 

现在，为寻求用以确定超导体中波函数0和磁场分布的微分 
方程，我们令作为三个独立 函数： 1 和 A 的泛函的自由能取极 

小值. 

复变量#是两个实变量的集合；因此，在取变分时需要把汾 
和 f 看作独立函数.将积分对 C 取变分,并把 ( V 0—2 ieA / Ac ) 
项的积分作变换后进行分部积分,我们 得到： 


bF^ 


+ (45.11) 


第二个积分是沿物体表面取的.令 bF = 0, 对于任意的 dip *， 作为 
体积积分等于零的条件，我们得到如下 方程： 

^ 0 + a 垆+ 5 1 0 | 2 垆= 0 (45.12) 

(但把积分对#取变分时，将得到它的复共轭方程,就是说给不出 
任何新的方程). 

同样地，把积分对 A 取变分可得到麦克斯韦 方程： 


即 B = ☆•， 


(45.13) 
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其中电流密度由下式给出: 


j = — — 1 01 2 (45* 14) 

2 m me 

此式与 (44. 7) 式是一致的（我们写出 i 以代替九，因为在热力学平 
衡时不存在正常电流）.应当注意，由 （45. 13) 式得出连续性方程 
<1卜：? = 0 ; 考虑到方程(45.12),直接微分 （45. 14) 式也可以得出这 

个方程. 

方程 (45. 12-45. 14) 组成了完整的 金兹堡-朗道方程组 • 

这些方程的边界条件，可根据变分中沿物体表面的积分 
等于零的条件得出.因此，由 （45. 11) 式便得到边界 条件： 

n (— i 方▽於一警 A 0)= O , (45.15) 

式中 n 是物体表面的法向矢量.应注意，由于这个条件， (45.14) 

式的电流法向分量当然也应当变为零： 

至于场的边界条件，则根据方程 (45. 13), 并考虑在整个空间 
(一直到物体表面为止）密度 i 的有限性，可得出磁感应强度切向 
分量具有连续性.再从方程 


①在 （45. 15) 式的边界条件下， P 本身并不变成零，看来对于物体边界上的波函 
数来说，当然应该如此.这种情况与下述原因 有关： 实际上0只在距表面〜 h 的距离 
上才变到零；其实，这样的距离在金兹堡-朗道理论中是看作可以忽略的小量. 

这里导出的条件（4丄 15), 实质上适用于超导体与真空的边界.此条件对于超导 
体与电介质的边界仍然有效，但对于不同金属（其中，一个是起导金属，另一个是正常 
金厲）之间的分界面是不适用的 —— 在这个 条件中 没有考虑超异电子对正常金属的 W 
部穿透效应.在这种怙况下， （45. 15) 式需要换成与/ = 0相容的具有更一般形式的 
条件： 

= —. (45. 15 a ) 

A 

式中 A 是实常数（具有长度量纲）；但是对这个常数的沽计，则要求更详细的微观的 

探讨. 
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divB = 0 


出发，便得出磁感应强度法向分 量忍„ 具有连续性.换言之，边界 
条件要求整个矢量 B 是连续的. 

在弱磁场中可以忽略磁场对 IVM 2 的影响,并认为 (45. 6) 式的 
I 0 I ' 2 在物体内各点等于常数值.于是把 (45. 14) 式代入 (45.13) 
式（随后对方程两边施行 rot 运算)便得到伦敦方程 (44.11), 其中 


穿透深度 



mc 2 b ] 

晒 

1/2 

r mc 2 b ^ 

_Sjte 2 \a \ _ 

1 

Sjte 2 a(T c -T) ^ 



■ 


(45.16) 


金兹堡-朗道方程还包含与此量纲相同的一个特性长度 :无磁 


场时序参数於的涨落相关半径；我们把它记为 1(^). 根据已知的 


涨落理论公式（见第五卷§ 146)，此半径可用自由能 (45. 3) 中的系 


数表达出来: 


i(T) 


% 


% 


2(7n|a|) 


1/2 




(45.17) 


金兹堡-朗道方程所描写的序参数#和磁场发生重要改变的 
距离的数量级，由特性长度 (45. 16-45.17) 确定.这时,一般来说 


3是磁场的特征长度，而 i ( T ) 是0分布的特征长度.这两个长 
度应当远远大于“束缚对尺度”心，以满足所有物理量在空间中作 
充分缓变的假设.因为当按 (A — T )" 2 的规律趋于相变点时这两 
个长度增大，所以在相变点附近，一般地说这个条件可被满足（见 
下文）. 


在所讨论的理论中，金兹堡-朗道参数起着重要作用，它定义 


为上述两个长度之比，它是与温度无关的 常数: 


mcb wz 


S(T) —_ 

|(T) (2jr) l/2 \e\fi 9 


(45. 18) 


按数量级来说， 


^ o / lo , 这甩心是相干长度 （39. 21), <5。为绝对 


零度时伦敦穿透深度.同时我们还指出，公式 
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^Y^-H C (T)6HT) (45.19) 


是厝助 （45. 9) 和 (45. 16) 式得出的， x 是直接通过观测畺表达的. 
方程的形式已经建立，我们现在来讨论各方程的适用范围. 
从低温方面来看，方程的适用范围必须受条件几一7《几的 
限制，这也是把序参数视为小量的条件,因而是把自由能进行全部 
展幵的基础.这个条件保证了遵从不等式但在参数％ 
值小的超导体而又遵守不等式的情况下，条件是比较苛 

刻些①;在这些情况下，从不等式可得到如下 条件： 

T C - T 《 VT C . (45.20) 


从 T — T c 方面来看，方程的适用性只受朗道的一般相变理沦 
适用条件的限制，这个条件与序参数涨落的增大有关.然而，在本 
情况下这个条件是非常弱的.实际上，用展开式 (45. 3) 的系数可 


以把条件表达成如下不等式: 


T c -T» 


b 2 T 


C 




(见第五卷 (146. 15)). 例如，借助 BCS 模型中的6和《值估算不 


等式右边的表达式 ，得： 

( T c - T )/ T c ^( T c / fxy . (45.21) 

由于比值〜10~ 3 —10“ 非常小，可以认为实际上一直到相变 
点都满足这个条件，而超导相和正常相之间的第二类相变的涨落 
区实际上是不存在的. 


习 题 

对厚度为3的平面薄膜，求平行于薄暎平商性可使超导性遭到破坏 
的磁场的临界值 ( b . 几金兹堡, Ji . a . 朗道、！阳0)' 


① 作为例子，我们引用 几个纯 金属的^值： 

A1 —0_01, Sn — 0 . 13， Hg — 0 . 16, Pb — 0.23, 

② 关于小球的同样问题，见§47， 
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解： 我们选取薄膜的中间平面作为 M 面，其中怎轴沿磁场方向，在关 
于场 B ^ B x { y ) (沿穿过薄膜的 y 軸变化)的方程 （45, ]3) 中，可以认为於=常 
数.于是电流表达式 ( 4 5. I 4 )中的第一项消去了，因而对 （45,13) 式施行 rot 

运算便得到方程五〃=：扣£/少,其中61 =切# 0 , ^ l ^=\ a \! b , 这个方程对 y 的 
对称解： 




ch (yO/S) 
ch(d0/2d) 




+ 0— W 2) V 1 

2d 1 


(总是外场).这个场对应于电流的分布 





C ㈣ 

4 jt 3 2 


y . 


但方程 (45. 12) 中，分与 if 的依赖关系不能完全忽略，因为小的微商 
3W/3y 2 在这里实际上要乘以〜因而具有大的因子（以幻 2 (由于 
条件同时在这个方程中却可以忽略势』==為(30，因为它将导致小量 
d/S 的更髙次项 . 为了避免研究#与 y 的依赖关系，我们把方程 （45.12) 对 

薄膜的厚度求平均；这时对 y 的微商由于薄膜表面上的边界条件 a^/3jr=*0 
而消失了.同时 注意： 




(- 


mj 


2 




因为函数分的相位与 
后 ，得： 


^z 2 \\e\n\ip \ 2 

有关（以及少的梯度与电泷的联 系)， 严以用0约時 


mj 


4e 2 | 妒 1 


— | <*1 +61 访 | 2 =0. 


式中 


« J -d /2 3 (8 jt ) 2 o 4 


再利用表达式 （45, 9) 和 （45. 16), 便得到方程 


1 (^ Y - i - 

2AH c d) ip% u 

此式确定了磁场中薄膜的# 值. 少为零时的场值，就是薄膜的临界场值釕么 
它与大尺度超导体的临界场丑。的关系用如下等式 表示： 

H { c d / d , 

在我们所研究的条件下，磁场破坏超导性是借助于第二类相变，因为当 
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6 连续增大时 P 将变成零.这是完全自然的，因为场实际上会穿 
透超导薄膜，所以不存在发生第一类相变的原因，而这类相变恰恰是场突然 
穿入物体时发生的. 

§ 46. 超导相与正常相边界上的表面张力 

将表面张力与描述物质体积性质的量联系起来,金兹堡〜朗道 
方程还可以用来计算同一金属样品中的超导（幻相和正常00相 
边界上的表面张力 （ B . JL 金兹堡， JLfl . 朗道， 1950) •应注意，这 
种边界存在于磁场中处于所谓过渡状态的金属样品之中，因为两 
相的总的区别归结 为:其 中一相#关0,而另一梠0 = 0,所以它们 
之间的转变是在某一层内连续完成的，因而可用金兹堡-朗道方程 
描述，方程的边界条件只适用于这个层两边的大距离上. 

我们现 在来研究金属 的《相和 s 相之间的平面分界面.选取 
这个界 面作为 P 面 ，使$ 轴指向 s 相的深处；因而两相中所有物 
理量的 分布只 与坐标 z 有关.场的矢势的选取仍然是非单值的，使 
它遵从 divA-0 这一 规范； 在我们所研究的情况下，这是 d^ /心 
= 0, 由此 看来，可取七 = 0. 複据对称的理由，显然矢量 A 处处都 

位于同一个平面内；令此面为巧平面，所以 A y ^ sA f 于是磁感应强 

| 

度矢量位于^平面内，而且 

B = B z ― A f ( 46 . 1 ) 

(撇号表示对 z 的微商). 

其次，我们把方程 ( 4 5. 1S) 重新写成宏观电动力学中通常的形 
式： rotff=0, 这里是按照 

H B~4 cxotlvl — j 

引入场强 u 的①.在这#情况下，由此方程可得出汉二常量.远 

①为了避免误解起见,应注意在第八卷 §41 中关于 f 适宂把物理量//引用到 
超诗体电动力孕中的注释.在超异体电动力学中， 钯磁 场的穿透范围看作是无限撺 
的. 而金茲堡-朗道方程正好适应于这个范围的结构. 
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离分界面，在正常相的深处磁感应强度与场强相等,而且正好等于 
临界值：(忽略正常相的磁化率).所以在整个空间中 
将有丑 E 丑^ c . 

我们忽略在发生超导相变时物质密度的变化，因而认为物体 
内部密度（以及温度)都是常数① • 我们用/记作单位体积的自由 
能（以区别于整个物体的自由能 F ). 在恒定的温度和密度的情况 
下，并且忽略表面效应时，微分 

^ df = ^-dB (46.2) 

An 

(见第八卷§ 30). 由此可见,如果附加一个 要求: B 不变，则在这些 
条件下也将得出 

/ = (46.3) 

是不变的.所以对积分戶(来自可变部分，）的全部贡献, 

仅仅决定于分界面的存在.现在认为这个贡献属于单位面积界 
面,因此我们便能算用积分表达的表面张力 系数： 

(J — J n )dx, (46.4) 

J — co 

式中常数 h 是远离分界面(例如在正常相深处)的7值. 

对于正常相来说，自由能 f n = f V 0 + s 2 /8^ - f n0 + Hi 因此 

H —Hi — 乎 HI a 2 

— /n0 _ 8^~ /fl0_ 25 - 

[在最后的等式中，已考虑到 (45* 9) 式].但任何点上的？值都是用 
自由能密度表达出来的^口： 

2_ jr H c E 


①严格 地说： 相平衡时/沿整个系统内部化学势（而不是密度）处处为常数.因 
此考虑密度的变化时，需要研究的羿不是自由能，而是热力势夕. 


暑 
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现在利用公式 (45. 10), 我们求得表面张力的如下 公式: 


各 42 叫 

-\~a \ ^ | 2 + ip | 4 - dx . (46. 5) 

因而 得出： 不论是在正常相的深处— oo )( 此处0 = 0, 5 = 
圮)， 或是在超导相的深处⑺）（此处 wr =— 被 
积式都变成零. 

应当注意，在 （46. 5) 式的被积式中，由于4 = 0, iAv # 这一 
项消失了.从 (45. 12) 式中消失同样的项,因此剩下的是具有实系 
数的方程;所以这个方程的解可以选为实数的，在下文中就将这样 
做.因此在电流密度表达式 (45. 14) 中，消掉了第一项,而保留 

i =-— V » 2 A . (46.6) 

me 

此外，我们引入几个无量纲的量来代替变量: r 和函数 A ( x )^ 
垆 O ): 

_ x — t !~T~ -i A - dJ B „、 

伞 : ， 'Jo? A= H^ B H (46 * 7) 

在这一节里，以下我们只运用这些量，为简单起见，略去这些字母 
上的横线..方程 (45. 12) 用这种变量表达时,取如下 形式： 

( 誓 一 1)0 + 0 3 • (46.8) 

方程 (45.13) 结合 (46. 6) 式中的 i ， 便得出 

A n = Atp 2 , (46. 9) 

我们所研究的问题中这些方程的边界条件（对应于— co 
和 X ->00 时的72相和 s 相）为： 
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ip 二 0, B = A f = l f 当 z = - 00 时; 
ip = l . A ’ =0， 当疋=00时. 


(46.10) 



不难检验，方程 (46. 8 — 46. 9) 都具有初积分 ： 

2? rV 2 + (2 — 4 2 )# 2 —分 4 + 幺' 2 二常数=1, (46. 11) 

式中常数值根据边界条件确定①. 

最后，（4 6 . 5) 式取如下 形式： 

t tt2 oo r o " 

^r z ^(A 2 -2)tp 2 -rtp i + (A f -iy dx 

Sjt J _ M 

=^1厂[4^ /2 +^(^-1) dx ； (46.12) 

4jt J— ^ 

[变为第二个等式时，利用了由 （46.11) 式表达的…这一项]. 

1 

我们进而研究上述的几个方程.首先考查％《1的情况(通 
常适用于超导纯金属)•这个不等式 表示: 6( T )«：|( T ), 也就是说, 
磁场在小于函数於0)变化的特征距离范围内有显著的改变. 

在图6中，概括地表示出场和0在这种情况下的分布图.在 
场很强的区域内，# = 0,然后场急剧地减弱，而函数於0)开始在 
: r 〜 1/ w 的距离内向无磁场的方向缓慢改变.在(4 6 .11)式中，取 
J = 我们求得方程 

牝方程应当在处#二0的条件下求解，点是在场减弱区 



一/^ 2 
图 6 


①由条件 （46.1 C ) 自然得到：当时，同样 W = C , 而由这些条件和方程 
(4 S . 9 )则得•当 r — co 时 y = e 和乂 = 0[确定值 Z ( oo ) 是由于选取实数穿的结果]. 




(46.13) 


域内某处选取的.这个解是 

ip ~ th(^x/ n / 2 )• 

用这个函数（并且/ = 0) 算出 （46. 12) 式的积分 ，得： 

H 2 C 8 H 2 C 1.98 

ans 3^y 2 nH 8 jt x 

这个值的误差，是由于此处忽略了场减弱区域对积分的贡献 
而产生的.为了估计这个区域的宽度 A ①我们指出:一方面，根据 
方程 (46. 9), 七 2 〜，另一方面,公式 (46. 13) 按其数量级来看，在 
xS , 的区域边界上也仍然成立，因而 伞〜此 • 从这两个关系式我 
们求得 A 〜％ _1/2 .而这个区域对表面张力的贡献是〜 / rWv 1/2 , 
即小于 (46.14) 式的值，它们的比值为〜/ /2 [因此 (46. 14) 式的精 

确度是不高的]. 

当参数％增大时，表面张力系数经过零而变成负值.这一点 

从下述事实便看得出来：当％值足够大时，在任何情况下都存在 

不等式 o £ ftS <0 •事实上，在这个问题中函数 0 O ) 变化的特征距离 

不可能小子 A ( x ) 变化的距离，因为 Z 变化本身就导致 P 的变化； 

所以当％较大时 (46. 12) 式中积分号下的 們义 项可以忽略不 

计,但由于 0 <f <1( 即在通常的单位中， Q < B < H C )， 所以被积 

式是负的.现在我们证明，当 

x ~ l /^/ 2 (46. 15) 

时，将变为零. 

为此,我们把的表达式重写成如下形式： 

a„ s =fr (46.16) 

oJT J _oo 

[此式得 0(46, 12) 式的初积分，其中利用 P ' 2 项的分部积分并随 


①应当强调，这个宽度不同于场从真空到超异〖本的穿透深度：从真空进到超导 
体时，在场的穿透区敉内0〜 1. 当从《相穿透时,场在小 P K 域内减弱. 



之代入 (46. 8) 式的 ip ft 2 - 假如被积式恒等于零，即如果 

A ，一 l = — f , (46.17) 

则积分显然变成零（此等式中取相反的符号是不7能的，因为场 
5 = 1随: r 的增大应当减小) • 由 （46.17) 和 (46. 9) 两式消去0,求 

得方程 

A n = A ( l ~ A f ), (46.18) 

此方程的解(在 a：=—oo 时=1及 a: = oo 时 A = 0 的边界条件 

下)确定了场的分布； 因为有 (46.17) 式，于是0的边界条件 

(46. 10) 自然得到满足.实际上 不求解 方程 (46.18) 便足以 证明: 

当 p = l/2 时，还未被利用的方程 (46.8) 或其初积分 (46.11), 

自然也被满足.把 (46.17) 式代人 （4S. 9) 式， 得到〆 =一4於/2 ; 

这个〆值连同 (46.17) 中的，事实上恒满足 V = l/2 时的等式 
(46. 11). 


习 题 

对于参数的超导体，试求弱磁场中场对穿透深度的一级修正. 
解：我 们选取超导体表面为 P 面，其中 z 軸沿外场®的方向，并使 a ： 軸 
指向物体的内部，场和少在超导体中的分布由方程 (46. 8—46. 9) 确定，现在 
需要求解边界条件为 


ip* =0 P B^A f 当 ; r = 0 时； 

i) f — 1, A — 当 ; t=oo 时 

的方程（ 46 . 8—扣 • 9) [其中第一个边界条件就是条件 （45. 15)]. 我们来寻求 
如下形式 的解： 


i>~ 1 + PiOc )，A = — 公 e-T+l {x) 9 

式中 A 、 禹是* = 0 时解的小修正，这个解对应于场按伦敦规律 （44.13) 的 
衰减.对7修正 II Pi ， 我们有方程 


考虑到边界条件，因而 
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7 々 i u (1) 

8 4 v 2 

现在我们写出关于木的 方程： 

A n =^A 1 — 2^Q~ x ip u 

对于式中的只需把％—次方的 a ) 式的第二项代入上式便可.考虑到边 
界条件 (4=0, 当 a :=0 时)并且在此可以忽略系数中％的高次项，我们求得 

^1=-4 - fi 3 [( 1+ e-< 1+ ^s>r)x] (2) 

O 

因而求出了场沿超导体深处方向的衰减规律的修正.我们引入有效穿透深 
度 5 eff ，根据定义， 

po » 

$^eff — B ( x)dx = — A (0) —§ —/li (0), 

• o 

恢复到通常的单位时，由 （2) 式可得： 

“4[1 +? *(於) 2 ]. 

§47. 两类起导体 

表面张力的符号，对超导体的性质有重要影响.据此，把 
所有起导体分为 两类： a ns > 0 的为第一类起导体，而 a n .,<0 的为 
第二类超导体.因为的符号决定于金兹堡-朗道参数％的值, 
所以第一类对应于(在 '附近)％ <1/VY 的值，而第二类对应于 

光 >i/VT 的值 ①. 

我们现在研究大尺度圆柱形超导体子纵向外磁场$中的情 
况.如果属于第一类起导体；则当场增强并达到临界值艮时，它 
将经受第一类相变 ^ 这时表面张力的作用（同一切第一类相变时 
一样)，仅在于阻碍新相的首批晶核的形成，因而也就可能在场稍 
许超过时保持亚稳的 s 相。 

如果属于第二类起导体，那末在场达到值之前，左热力学 

①超导纯金属元素属于第一类超导体.超导合今 M f 第二类超导体.关于 
在洽金中的假设，是 XI 朗适首先提出来的. 
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上就有利于产 生 《 相“掺杂”的情况；并且体积能的增大将被所产 
生的晶梭的负表面能抵消.习惯上把能使这两种能量相消的场的 
下限值记为并 称作下临界场 .同样，在大外场的情况下 ，从正 
常态金属开•我们将得到称 作上临 界场的某个值 F e2 > 丑 小 
于这个值，在热力学上有利于$相“掺杂”的产生，这又是依靠负 
边界能量的优勢.因此,在场的某个区间丑内，可以说 
起导体处于混合 态①. 处于这种妆态的起导体，其性质逐渐由 
时的纯趨导性变到丑。 2 时的纯正常传 导性； 同时，发生磁场对超 
导体的逐渐穿透 • 值仅取决于 W 相和 S 相体积能之间的关系， 

而此值本身在这里没有什么值得重视的. 

当然，两个临界场与温度有关,并当 : T = R 时都变为零.由此 

可得出图7中所画的第二类超导体的相图（图中的虚曲线见 
r 面) • 

在金兹堡-朗道理论范围内，即使没有预先査明混合态结构的 
性质，也可以确定出上临界场.这一点，通过下列问题便足以看得 
出来，当磁场稍微小于丑 c 2 时， S 相的晶核只能具有小的序参数於 
值（显然，当 ^ H c 2 时，於— 0). 因此这些晶核可以用於的线性化 
的金玆堡 -朗道 方程来描述. 略去 (45. 12) 式中的非线性项，我们 
得到 方程： 

? A ) 2 卜 I 啦， （ 47 . i ) 

并且可以将 A 理解为0二0时均勻场总的矢勢，这时物体处在正 
常态；外场对它完全穿透. 

但是( 47 . 1) 式，就其本身的形式来看，只不过是磁场中质量为 
2 m 、 电荷为 2 e 的粒子的蔣定愕方程，其:中 | a | 起着能级的作用；这 

⑴勿把混合态间在样品和外磁场的一定配置下产生的第一奥超导体的中间态 
混为•谈 i 
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两个 问题 的边界条件是相同的 ：无穷 远处， ^ = 0. 我们知道（见釕 
三卷 §112), 在均匀磁场中运动粒子能量的最小值是 EeM 2, 
这里 o > ff =2| e |§/2 m C (从此值起能谱是连续 的). 由于两个问题 
之间具有相似性，因此 得出： 方程 (47. 1) 所描述的 s 札的晶核，只 
有当 


l«i> 


\e\% 

2mc 




时才能存在，因此临界场 /^ 2 = 2 m C | a |/| e |& 借助于表达式 
(45.9), (45. 7-45.18), 此公式可以写成 

H c2 ~^ / 2 seH c (47.2) 

(A. A. A6pHKocoB, 1 952). 

边界条件为无穷远处 0=0 的方程 (47.1) 的解，对应于在远 

离样品表面的深处形成 s 相晶核.我们指出，表面的存在有助于晶 

核形成，因此甚至在§>五。 2 的情况下也能在薄表面层内产生晶 
核 （ D . Saint — James , P , G.De Gennes , 1963). 

描述物体表面(视为平面)附近 s 相晶梭的方程(47_ 1) 的解, 
在物体表面上应满足边界条件3^/如= 0(即^=0时的条件 




L 2 7 图8 
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(45.15)], 这里^ ■是沿表 面法线方向的坐标. 为了 建立所 要的量 
子力学 类比， 我 们提醒 一下: 上 边所利 用的粒子在均勻磁场中的运 
动问题，同样 等价于 粒子一维抛物线势阱 

U^^yCO 2 h (x — x 0 ) 2 

中的运动问题，式中為是对应于“轨道中心”的常数（见第三卷 
§112). 我们现在来研究一个双势阱,它是由对平面（图 8) 对 
称分布的两条相同的抛物线勢肿构成的.在这种场中，对应于基 
态粒子的波函数没有零值而且是$的偶函数；这种函数自然满足 
z = 0 时，二0的条件.此时,双势阱中粒子的基态能级位于单势 
肼中的基态能级以下①;转到关于晶梭问题时，由此也可证明上述 
在表面附近容易形成晶核的论断 a . 

对双势阱中的能级进行数值计算,得出的结果是 ：能级 的最小 
值(决定于参数 A ) 为 0.59 A . 重复导致公式 (47. 2) 的讨论，我 
们得出产生 .s 相表面晶梭的场的上限值位于 H c3 ^H c2 /0.59 附 
近，即 


H c z = l *7 ff c 2 ~2 A ^ ff c . (47.3) 

因此，在和之间的场区域内将出现表面超导现象; 
这个区 域的边界如图7中的虚线所示 。 正常相表面附近超导层的 
厚度具有的数量级.根据同样的量子力学类比不难得出这 
个估计，因为势阱中（在能级丑。上）粒子的波函数集中在 z 〜 
心\/^7区域内：把 仏换成 > | 即可得出相应的晶梭尺寸，裉据 
(45」7>式 5 它与是相同的 

上边所说的都是关于第二类趨导体的_但是这样引入的临界 
场义2稆 Hc 3 , 对第一类超导体也具有确定的物理意义. 

① 这-•点 4 在方 <0 的半空间六的势能低于在单势阱（图 8 中的虚线）内的 
势能有 哭.捉 fe ; 参考第三卷§50的习题 3. 
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如果方位于 1 /VT = 0.71>^ >0.59/71 = 0.42 区域内，则 
l 2 d ， 但 虽然在这种情况下并不产生混合相，但在 
和^^之间的场区间内却存在表面超导性. 

最后，按得出结论的意义来看， 当％ 为任何值时， （47. 2) 式 
的的值都将确定场的上限，而在这个场中可以形成#为任意 
小值的 s 相晶核.因此，在场《<丑。 2 中的第一类超导沐内（其 
中# e 2 </^), 在热力学上不利的正常相是完全不稳定的.但在 

区间内，正常相可以作为亚稳态而存在 :在这 个场区 
间内，从 n 相到 s 相的第一类相变，只能借助于0为有限值的 s 

相晶梭的产生，但晶核的产生受到两相界面上的正表面张力的阻 
碍 （ B . JL 金兹堡 ，1956). 


习 题 

试求半径为 ^« S 的超导小球的临界场 （B. JL 金兹堡， 1958). 

解： 在这种情况下（同薄膜中的情况一样——见§45的习题）发生超导 
性的破坏，是由于第二类相变.我们所求的小球的临界场只能是这样的 
值： 低于这个值， n 相便失去形成 S 相晶核的稳定性.像正文中所说的一 
样，这归结千寻求薜定谔方程 (47. 1) 的最小本征值.在的条件下，这 
个本征值可以借助于关于外场的微扰论求出，此时无微扰波函数4 =常数 
(晶核占据整个小球体积).于是本征值单纯就由微扰算符 （2eA/c)V 4 m 的 
平均值来确定[当# =常数时 P 算符 （ieft/mc)(A*V) 的平均值绰于零].这 
时>均勻场的矢势应当取 J = ^Xr/2 的 形式； 正是在这种规范下，穿=常数 
这个解在小球表面上满足迠界条件（ 4 5. 15)，这个条件归结于要求 
进行平均；得到 • 



2 

4 mc 2 3 


^ 2 f z ― 


e 2 ^ 2 R z 

10 mc 2 


同正文一样，利用条件札即可求出临界 场:得 出的结 粜为： 

rl T-=\/2 GH c S/H. 

之所以允许利用微扰论，为如下事实所证实。已得出的 仏值 （当公= 
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ivf 时)，在犮的条 ft - 下，确实小于以沿的本征值，此值对应 T - 小球体积 
屮变化的波函数，并且有 h 2 ； mR 2 的数最级. 


§«. 混合态的结构 

像上一节一样，我们重新研究圆柱形第二类超导体样品于纵 
向磁场$中的情形.我们现在 阐明处 在少许超过下临界场的 
磁场中物体的混合态结构①. 

在这种情况下，基本起导相中掺入一些正常相的 晶核. 为了 
获得最大的热力学的有利性,这些晶核(在负表面张力的情况下! ） 
应具有尽可能大的表面.因此自然是这样的结构：其中《相的晶 
核是一些平行于场方向的线.在这些线(称作 涡线) 的附近，既聚 
集有穿透物体的磁场，也有围绕涡线的环形超导电流. 

外场越接近丑 m 物体中这些涡线越少，而各线之间的距离也 
越大.当距离足够大时，§44中最后所叙述的见解便适用于各单 

独的涡线.根据这个见解,聚集在涡线附近的总磁通量必定是基 
本磁通量量子 A = ^hcj I e I 的整数倍;下边我们将会看到，涡线具 
有最小可能的通量(只有 A ) 在热力学上是有利的.正是禹的有 
限性给正常相晶梭进一步的分裂规定了一个限度. 

当外场从小增大并达到丑值时，在圆柱体内将出现一条涡 
线.我们现在写出决定这+时机的热力学条件.这时，首先并不 
去注意涡线本身的结构，而只考虑与涡线有关的某一(正的！）能 
量;我们把属于单位长度涡线的这个能量记为 e (以后将算出这个 
能量值）. 

显然，圆柱形物体在纵向外场中，磁感应强度 B 也处处沼圆柱 
体的轴线方向.§ 46中引入的宏观场强 H = B — 也是 如此. 


①这一节里（以及本节的习题中） 所讲述 的结果，是属于 ^ I . A . AGphkocou 的工作 
(1957). 
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于是 Ih 方程 rot // = 0 得出: ff 沿圆柱体截面 （_ 此整个体积)处处 
不变；由于 H 的切向分量的连续性边界条件,这个恒定值与外场相 
等 ： H = 所以，我们需要研究在给定物体的体积、温度和场强 
H 的情况下物体的热力学平衡.这种平衡的条 件是： 热力势 f 对 
指定的变量取极小值（见第八卷§ 30). 令 A 是起导圆柱体的热 
力势(因为在超导相中 B = 0, 所以 A 与自由能 A 相等).这时, 
具有一条涡线的圆柱体的热力势为 

J 4 jt An 

项是润线的自由能 ( Z / 是线的长度，它与圆柱体长度相同），最后 
一项是热力势 p 与自由能，的差别.因为物体中的磁感应强度 B 

只集聚在涡线附近，所以 = 这里“是通过涡线截面的 

磁感应通量.因此 


F ^ F s ^Le —上 f og> • (48.1) 

4jt 

当 a 的附加量为负值时,产生涡线在热力学上有利.若使附加量 

等千零，我们便求得外场的临界值： 

H cX — 4 ： Tte/<f>Q. (48. 2) 

我们现在来研究单个的涡线结构.我们只限于讨论当 

❹1 (48. 3) 

即时的重要情况.^的长度确定涡线“蕊”半径的数量级, 
Ml 2 在这个长度内从零(对应于涡线轴线上的正常态)变到对应于 
基本 S 相的有 限伉； 在距涡线轴线的大距离 7* 上，丨 0 j 2 保持恒定® 
而磁感应强度变化得相当缓慢，只在 r 〜的距离上才衰 
减.换言之，全部磁通量基本上穿过涡线蕊以外的区域，这里 W i > 


①在这一节里，宇母 r 表示圆柱坐标，即到轴线的距离. 


_ 
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= 常数（图 9). 



_ _ 
€ 


对干上述情况，可以运用伦敦方程(应注意，方程的适用性与 
温度向的趋近无关)求出场的分布.在这里为了賦予方程以所 
需要的形式，首先改写联系波函数相位与超导电流密度的公式 


(44. 7) 


A + 3 2 rotB 


㈣ ， 


(48. 4) 


此式中引入了穿透深度3，并把 i 用磁感应强度表示出来， 如多= 
crotB /4^. 这里伦敦近似相当子假设3二常数.我们将等式 (48. 4) 
沿闭合回路 C 求积分，该回路围绕涡线并在离涡线轴线为的 
距离上通过.根据斯托克斯定理，将 A 的积分变换成对回路所围 
的面积的积分，我们 得到： 


j*B.d/ + <5 2 frotB.dZ = 4 


(48. 5) 


将第二个积分也作同样的变换,可写成 


j* (B + 5 2 rotrotB) *df—<^ 


t 


(48.6) 


等式右边写出对应于相位只增加一个 2? r 的（不等于零的）最小可 
能值.如果回路 G 在离涡线为的距离上通过，此处场和电流 
已经可以认为是不存在的，则 (48. 5) 式中的第二个积分便可以忽 

略， 因 而我们看到， A 与聚集在单个涡线周 围的总 磁感应通量是 
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相同的.但涡线的轴线本身是一条奇异线，环绕奇异线时将改变波 


函数的相位. 

因为对于任一回路 C (满足上面指出的条件)等式 (48. 6) 都应 

得到满足，所以根据这个等式应 当有： 

B + 5 2 rotrotB-B-5 2 AB=0 o &(r), (48.7) 

式中 r 是涡线横截面平面内的二维径矢.在这个方稈的右边记入 
5函数的形式，表示这里〜 I 的距离都看作是零.在整个空间里， 
除 r 二0的线以外， （48. 7) 式与伦敦方程 (44. 11) 是一致的，但对 

于描述涡线，需要 r = 0时具有奇异性的解. 

在^ » r » f 的区域内，距离轴线为 r 处的场的分布可以由 
(48. 5) 式直接求出.我们选取这个区域中的半径为 r 的圆周作为 
回路通过这个回路的磁感应通量 [(48. 5) 式左边的第一项]仅 
仅是全部磁通量的一小部分,即它的 〜 (r A 3) 2 部分； 因而我们把它 

略去不计.在第二项中以是圆周的长度元，因为矢量 B 的方向沿 

+ 

+ 


着^轴（以涡线的轴线为柱坐标系的轴）因而它只与 r 有关,所以 


l*(VxB) = (lxy)*B 


dB , 

37 


dB 

dr 


( i 是与圆周相切的单位矢量).因此我们获得 方程: 

I • rotB = — ^ 


dr 2 灯 W 


(48. 8) 


由此 


B(r\ 


‘ InA, !《 r 《<5 


2nd 2 


(48. 9) 


由干这种关系具有对 数性质，积分上限(在此处应当是可以 


取成与所研究的距离 r 的上界相一致. 

为了进一步求出在区域内的分布，我们运用对一切 


都适用的方程 (43. 7). 把拉普拉斯算符在柱坐标中展开，[考虑到 



5 = ^0)]， 我们可将方程（当 r 尹0时)重新写成如下 形式： 

B ,f -\-^B r + d- 2 B = 0, 

r 

这个方程具有当 r — co 时递减 的解： 

万0)=常数><尤。0/幻_ 

式中仏是马克多纳 （ Macdonald ) 函数[即虚宗量的汉克尔 ( Han - 
kel ) 函数].常系数通过与解 (48. 9) 的“接合”来 确定: 这时需利用 
熟知的时的极限表达式反 0 (；3)〜 l n (2/ z V ), rfoy = e c =1.78. 
于是最终有 

r>>| - ( 48 . io) 

特别是，借助熟悉的时的渐近表达式 K 0 ( z )^ ( Jt /2 z ) 1/2 e ~ x , 
便求得远离涡线轴线的衰减 规律： 

（ 4U1) 

我们注意到超导体中和液氦中（§ 29) 的涡线的性质很相似. 
在这两种情况中都谈及了奇异线，绕这些奇异线环绕时将改变凝 
聚体波函数的相位.环绕液氦中涡线超流运动的环形轨道，相当 
于起导体中的环形电流;超流运动的速率〜按的规律减小，后 
者，超导电流密度也按同样规律减小 ，如： 

^4^l r ° tB l = 8^V- ( 48 . 12) 

这种吻合是完全自然的，因为两种情况都是这些规律存在奇异线 
的直接结果.不过,在液氨中上述 ％( r ) 的依赖关系可延伸到任何 
距离，而在起导体中当时 j ( r ) 便按指数规律减小.这一差别 
与电子液体的带电性有关，因为带电粒子运动会产生磁场，同样 

地，这种运动也屏蔽磁场（如果粒子的电荷 e 趋于零，则穿透深度 

(5 —0 O ) # 
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现在可以计算涡线的自由能.蕊外 (r»G 的空间区域对自由 
能的 贡献， 由对 这个区域所取的积分 给出： 

〜 = +^j(rotB> 2 dF. (48. 13) 

o JZ J O Jt J 

事实上，将这个表达式对 s 取变分（当给定温度，即给定6时)，我 
们便直接得到^^0的伦敦方程 (48. 7)®. (48.13) 式中的第二个 
积分，在 6»r»^ 区域的两个边界上呈对数发散，它远大于第一个 
积分.把(48.8)式中的卜 0 15|代入上式，我们得到单位长度涡线 
的能量： 

( 48 . 14) 

此式具有对数准确度，即不仅要求以1»1,而且也要求 
1； 正是由于有这种准确度，才可以忽略涡线蕊对 e 的贡献. 

特别是，由 （48.14) 式的结果能够证明上边得出的论断，即产 
生具有最小磁通量值的涡线在热力学上是有利的.事实上，因为 
涡线的自由能与同涡线关联的磁通量的平方成比例，所以对于磁 
通量为《 ‘的 涡线来说,在能量中将出现一个因子再把这样的 
涡线分解成 n 条磁通量为心的涡线时，将使能量赢余 n 倍. 

将 (48.14) 式代入 (48. 2) 式,我们求得下临界场 

丑 争 ， （48.15) 

当 : T -> r c 时， 考虑到 （45. 19) 式，上式也可以写成 

① UH 3) 武中的第二项用电流 j 表达时取如下形式： 

2 jtc £ d £ j pdV = 

在第二个表达式屮再作代换： c 2 =- mc 2 /4 并按 j " =叩办/ m 引人密度和超流分置 

速度 • (豇216页的浼解）.我们召到.这一项可看作是超导电子的动能. 
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H cl = H 


ln^r (I) 



(48. 16) 


随着外场的增强，涡线数量增多，因而磁场对超导体的穿透增 
强了.在计算涡线之间的相互作用时，热力学平衡对应于涡线的 
一定的有序分布，后者构成了二维晶格(在圆柱体的截面内)②.在 
任何涡线数密度下，每一条涡线的轴线仍旧是一直线，环绕这条线 

时波函数的相位将改变磁感应强度沿圆柱体截面的平均值 

B = vif > o , (48. 17) 

式中 v 是通过单位截面积的涡线数.事实上，如果把关系式 
(48. 4) 沿样品整个截面的回路求积分，那么便得出方程 (48. 5)，其 
右边为 沒 v ()> q (8 是截面积）；方程左边的第一个积分是总磁感应通 
量而第二个积分是边缘效应，它小于第一个积分，它们的比值 
为〜是截面的线度)，因此它可以忽略 不计； 当然，这里重要 
的是：在距离为〜^处环绕涡线的磁场将发生衰减. 

只要各涡线之间的距离^大于相关半径 I ，就可以 断言： 涡线磁 
场是单纯疊加的.事实上，当时，仍然可以划出包围 任何数 
目涡线的回路，并使它处处在远离涡线蕊(距离的地方通过. 
在这种回路上满足伦敦近似条件不变），因此我们又重新获傳 
稍异于 (48. 7) 式的方程，其中右边的&函数换成宗量为到每条涡 
线距离的5函数之和.由于这个方程是线性的，因而便得出上述 
论断. 

当外场接近于时，涡线间的距离就可以同 S 相比较了.这 
一点，也可以从临界场表达式 (4 A 2) 本身清楚地看出来，如果借助 
(45. 9 )及（ 4 5. 16—45. 18) 式，可将 （47* 2) 式写成 


① 因为这个函数是根据假设 ln ； V » l 导出的，当 怎〜 1时绝不能 用它：其和 ，当 
^ =1/ VT 时，场反 J 和丑, 2 —样）!:〖然应与扒相芯. 

② 看来，涡线在格点所形成的等边三灼形格子最为有利. 
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(48. 18) 


h gZ = 4 o /^ S Z 9 

此式就对应于集中在面积为〜 I 2 上的通量 A. 

当§=^^2时，作为第二类相变的发生，超导性消失了.就这 
种相变的一般理论的实质来说，可以 断言: 作为外场函数的序参数 
妒将按 |0| 2 co/^ 2 — 皂的 规律变为零.另一方面，物质的磁化强度 
见二 （S — ")/4;r 自身（系与0的相位选取无关的量）在这个区域 
内与 2 成比例.考虑到 ^= H c 2 时必有 B = H c2f 因此我们得到 
超导体中的磁感应强度 S 在相变点附近依赖于外场的如下线性 
规律： 

B — H C 2CO^ — H c2» ( 48 . 19 ) 

习 腰 

1. 试计算彼此相距 ^»1 的两条涡线的相互作用能. 

解：我 们将两条涡线系统的自由能表达式 (“• 13) 变换一下 形式: 其中只 

在每一条单独涡线附近进行积分.为此，利用方程 （48. 7), 我们 写出： 

B 2 +(5 2 (rotB) 2 = ^ 2 {—B*rotrotB+ (rotB) 2 } =^ 2 div(BxrotB) 

把体积积分变换成如下积分： 

^ f (BxrotB) •(!/, (1) 

O 冗 j fl + fl 

此式是沿包围涡线蕊的圆柱形表面 L 和 A (其小半径为 r 0 ;|«r 0 <^> 取的 
积分.当时，涡线磁场是可加的，即 + 涡线的相互作用能， 

由积分 （1) 中同时与6 1 和忍 2 有关的部分 给出： 

Le lz ^= [ (B 2 X rotB,) -d/j-f f (B t xrotJ3 2 ) -d/ 2 1 

(当时， ( Vl5 2 X rotBO ^允形状的积分趋于 零）. 利用（ 48 . 8 )和 （48. 10) 

w 

式，因而 得出： 

〜= ;: 备 2 叫^•靖=》》 

特别是，在距离 处： 

• 248 • 



ei 2 ^^ L -( Ay n Q -^ m 

12 ~2 7 J 2 ji z ^ d 2 \d ) 

2. 试求沿圆柱体样品截面的平均磁感应强度 B 对混合态中外场公的 
依赖关系，处于这种状态时，各涡线都分布在彼此相距彳的地方，这时，在 
样品的截面内构成等边三角形格子. 

解:等 边三角形的面积等于心 /4( d 是边长)，而涡线数等于格子中三 
角形数的一半 UV 个三角形有3#个格点，但格子中每一个格点是属于六个 
相邻接的三角形的），因此 v = 2/- n / T ^. 

处于混合态的物体，其单位体积的热力势为 

i t k 

式中第二项对应于表达式 (48.1) [其中由 （48.2) 式给出];在第三项中, 
e 12 是两条涡线的相互作用能，并对穿过单位面积的全部涡线进行求和.因 
为当 rf »(5 时 f 12 按指数规律减小，所以求和式中只考虑相邻成对的那些线 
就足够了.在三角形格子中，每条涡线有6个最邻近的线，因此 

了 〉： ^ 'jr 〉: gfi = 3ygi 2 ( 忒 ). 

^ irk ^ i 

把上题公式( 2 )中的 e 12 代入上式 ，得： 

J J 3 2^/ 3 jtdA. a 2 卞 2 〜 

式中 « = a 与治的依赖关系决定于函数 7( a ) 取极小值的条件；由此得 

出： 


Si-Hoi 


3^0 

W 27 rO ^ 



(3) 


(这里省略了 的更高次项）.这个方程连间等即 

a=^(2</>J^/Td 2 E)^K 

可确定待求的依赖关系 紙 应注意，当总— " C 1 时，微商 dB / di } 按 


dB 1 卜 3 1 

^ W - H cl 11 


这…规律趋于无穷大. 
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§49. 高于相变点的抗磁磁化率 

在§ 45末曾经指出，序参数於的涨落在几附近的温度区域变 
大，而超导体中这个区域是非常狭窄的.在该区域以外，热力学量 
涨落的修正，一般地说是很小的.但是，对于高于相变点的金属的 
磁化率来说，这些修正还是很重 要的： 由于涨落，即使有相当少数 
的超导电子出现，便能对磁率有贡献.这种贡献大于远离相变 
点的正常金属所提供的，后者的磁化率通常是很小的 

现在我们研究处在弱外磁场 (為《圮) 中温度超过 I 点但在 
该点附近的金属.这里，序参数的平衡值於 = 0,为了算出#的涨 
落需要运用金兹堡一朗道理论中的自由能.这时，在表达式 (45. 
10) 中 .( 注意 :涨落 很小)只保留於的 f 方项，而略去 wr 的项，并 
把 A 理解为均勻场§的矢势，与涨落相关的磁感应强度 B 的 
涨落是#的平方项（由于电流密度 j 取平方).因此，忽略 B 的涨 
落时，在 B 2 /8 n 项中就可以将 B 理解为磁感应强度的（热力学）平 
均値.所以在有涨落的情况下，金属总自由能的变化由如下的表 
达式——必的泛函给 出®: 

AF [^]= ( (― i 為 ▽ — ~ 2 +a I 分 1 2 jdF (49.1) 

为计算对自由能的涨落的贡献 AP , 需要把泛函 (49.1) 视为 
“等效哈密顿量”，由此根据公式 

jexp (49. 2) 

① 这个效应是 B . B . Shmidta 966) 指出的. 

② 为避免误解起见，我们强调 指出： 对于超导体，磁场并不是在第五卷§144中 
所引人的那种葸义的“外场” ft . 后者，木来应当以 一. M 0 + f ) 项的形式包含在自由能 
之中，但在目前的惜况下显然是不可能的，因为这搏的项对于 f 的相位的选取不是不 
变的. 
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可求出 AP , 这里是对 0( r ) 的全部分布求泛函积分（见第五卷 
§ 147). 这一积分，实际上可以这样实 现:将 0展成某一完备的本 
征函数系，并对这个展开式的无穷多个系数求积分.在无外场的 
均勻系统的情况下，可以简单地展成平面波(例如，参看第五卷 
§ 147中的习题). 

但在目前的情况下，应按哈密顿量 (49. 1) 的“薛定谔方程” 


4m 




2 e 


A ) 


2 




(49. 3) 


的本征函数进行展开.在 § 47 中曾经指出，这个方程与均勻磁场 
中粒子(质量为 2 饥、电荷为 2 e ) 运动薛定谔方程在形式上是一致 
的.方程的本征函数用一个离散的00和两个连续的 （ h ， h ) 量子 
数编号，而本征值只与〃和 T z ( z 轴沿$的方向）有关，并由如下公 
式给出：、 




(49. 4) 


不同本征函数（具有给定的《、 dh 区间内的 h 和所有可能的 h 
值)的数目为 、 • 

v Ihl^ dp 

{2n%Yc Vz 

(见第三卷§ 112), 

为简便起见，我们把量子数 n 、 p z 、 p x 的集合用一个记号 g 来 
表示，因而我们将函数 # r ) 的展开式写成 


^c q ip q (r) f 


(49.5) 


9 


式中 q = + 是任意的复系数，而本征函数满足归一化 条件: 

| WdF = 1 (这诅是按金厲体积求积分). 

, 

将展开式 (49. 5) 代入 (49. 1) 式，首先可把对体积求积分变为 




251 * 



对？求和.事实上，将第一项进行分部积分,便得出 (49.1) 式的如 
下 形式： 




将 (49. 5) 式代入上式,并考虑到每一个 函数心 都满足方程 (49. 3) 
(其中 E = 坞)，以及 g 不同的本征函数是相互正交的，我们 
便得： 


AF [^] = 2 \ c q \ 2 ( E q + a ). (49. 6) 

? 

(49. 2) 式中的泛函积分是指对所有 dCgdCj 求积分.作 (49. 6) 式 
的代换之后，按所有变量分开积分，因而 得出： 


exp 


AF 


jvT 


T 


g 


或 


AF=^T^\n 


Eq + O 

nT 


? 


E q + 


用量 f 数 《 和 A 的术语,此表达式可写成 


(49. 7) 


AF — —V 


2 1 e | 
(2jth) 2 c 


f oo 

S In 

n J -°° 


_ 7tT 

E(p Z9 n + 1/2) +a 


dp z . 


(49. 8) 


这个求和式当芯很大时是发散的，但这种发散实际上是虚假 
的，并只与这一情况 有关： 原来的公式 (49. 1) 仅在函数 #( r ) 缓慢 
改变（即在〜6的距离上於的变化很小)时才适用.用本征 值仏的 
术语，其意思是只允许芯当 W 为某一大的值（满足所提 
出的条件）时，我们利用泊松公式 

n - 0 


截断对 w 的求和[见第五卷 (59. 10) 式1当应用于 （49. 8) 式时，不 
难理解:这个 公式第一项的积分给出与冷无关的对自由能的页 献; 
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这一项对计算磁化率并不需要，因而我们把它省略.而在第二顼 
中现在可以取(因此答案中去掉了截断参数 )® : 

AF — V e 2 T c ^ r dp z 

48 jt z hmc z ) ^ m a + p z 2 /4 m f 

最终求积分后， 

AF = %n ( 49 . s) 

从而磁化率 

v 1 d 2 AF e 2 T c ，川 in 、 

x==_ "fw = —12 咖 2 ( 舰 mT 172 . ^ ； 

(H. Schmidt , 1968; A . Schmid , 1969). 我们看到，当温度接近干 
相变点时磁化率将随 ( T — ^)- 1/2 而增大.在这个区域内 ， （49.10) 
式是对正常金属磁化率的主要贡献. 

习 题 

1. 一薄膜（厚度处于垂直于其平面的弱磁场中，试求当温度 
T ：> T C 、 T - T C 《 T C 时薄膜的磁矩. 

解:膜的有限厚度使得 (49. 4) 式中的量子数 h 具有分立性，因而对于薄 
膜来说，在 (49. 7) 式中应只限于的值（第一个不等于零的值已经有 P , 
〜 m ， 因此 五〜护 〜 a ). 给定》和(以及所有可能的？ X )的 
本征函数的个数是 2\ e \^ SI 2 n % c 9 其中厶是膜的面积；因此 (49. 7) 式中对 g 

的求和应理解为应用泊松公式求和，可得如下 结果： 

n 

AF =£! — e2T 。為 

24 jrmc 2 a 

薄膜的磁矩 

12 jtmc z a { T — T 0 Y 

①在系数中取当7在兀附近时，这个积分中的几个重要的值内〜 
〜 mirxnn , 即它们都满足所提出的条件. 
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应％ t ®, 这个磁矩当 r —' 时比在无界金厲的情况下增大得要決一些. 

2 • 丄 M 的条 H :下，再求半径及《 Kr ) 的小球的磁矩 I : B . B . S h m i d t , 

1966 ). 

解：在这种情况下，方程（4 9 . 3) 的全部本征值中，重要的只是对应于本征 
函数常数的最小一个本征值，它等于 丑 (关于这一点, 

请参看§ 4 7习题中的全部讨论) • （ 4 9, 7) 式中的求和式归结为一项，于是磁矩 

— T c dE 0 ; e z T C R 2 ^ 

« 3$ 5mc z a(T—T e ) * 

§ 50. 约瑟夫逊效应 

我 n 来研究用电介质薄层隔开的两块起导体.对于电子来 
说，这个薄层乃是一个势垒,如果这个层足够薄，就存在电子借助 
于量子隧道效应穿透势垒的有限概率.即使势垒透射系数很小， 
只要不等于零就具有原则性的 意义： 这时两块起导体成为一个统 

一系统，因而可用统一的凝聚体波函数来描述.这种情形引起的 
效应，是约瑟夫逊 （ B . D . Josephson , 1962) 首先预言的. 

系统凝聚体波函数的统一,其意思 是指: 在无外加电势差的情 
况下，通过两块超导体之间的结，可以有超导电流流过.和在各超 
导体内一样，电流密度由凝聚体波函数的相位梯度来确定，可见,_ 
流过结的超导电流密度 j 与结两边的相位0 2 和⑦:的差值有关①. 

因为 02 — 0! 的各差值都相差的整数倍时，物理上它们是相等 
的，显然函数 


j ~~ j (0 2 l ) 9 ^21 — ^2 — 少 1 ( 50 . 1 ) 

应该是以 2 兀为周期的周期函数.时间反演的运算将改变电流密 


①为了使通过结的超导电流具有明显的值，电介质层的厚度实际上应当非常 
小：〜 io _ 7 厘米，这样的距离茲至小于起导体中最小的特性参数长度——相干长度 

4。.就此湓义來说，电介质层应当看作是无限薄的层,而层内相泣的行为，在理论上根 
本还未出现. 
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度 j 的符号，同时也改变相位少 21 的符号(因为各波函数可换成自 
己的复共轭函致).这就是说，函数 （50. 1) 必定是奇函数并当0 21 = 
0时变成零！当然， j (0 21 ) 作为有界函数，它有自己的极大值和极 
小值，当相位差改变时函数也在这两个值之间改变，由于是奇函 
数，这二値的绝对值是相同的；我们用士九表示它们. 

应当注意，写出 (50.1) 式的前提是在结内要忽略电流的 E 有 
磁场对电流的影响.否则，就应以规范不变的表达式 

0 2 — 0 1 —^( 2 A x dx 

ncj ! 

来代换差值 0 21 . 但由于电介质层的厚度非常小，连续函数儿00 
在这里的积分不难满足允许忽略的条件(势么在结两边的值可以 
认为相同）. 

在整个温度范围内，函数八0 21 )的形式，只能根据微观理论 
来确定.这里我们仅限于在金兹堡-朗道理沦的适用范围内，作唯 


象的研究. 

假如电子完全不能通过结，那么每一块超导体的波函数说在 
结自己的端面上都应满足边界条件 (45. 15)； 


_ 2\e 
dx he 




3^2 

dx 


2ie 

he 


2 = 0. 


势垒的有限透射率和结的边界上 0 值的有限性，将导致在这两个 
条件的右边出现不等于零的、与结另一边的 P 值有关的表达式. 
由于在相变点 a 附近分很小，因而在这些函数中可以限于取&的 
线性项，即写成 


9^1 

3疋 


2\e 


%c 




ih 9 ^： 

A 9 dx 




(50.2) 


系数 1/2 与势垒的透射率成比例.等式 (50. 2) 应当满足对时间反 
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演对称的要求：两个等式应当在作 中 W ， A -> — A 的变换时仍旧 
成立;从而得出，常数 A 是实数[这时，把等式 (50. 2) 作上述变换 
时，两等式便直接与各自的复共轭式一致]. 

把公式 (45.14) 应用于结的任何一边(譬如说，1边），即可确 
定通过结的超导电流值和函数於的相位差之间的 关系： 

卜 氣 分广07- ‘从汾 1 
将边界条件(50_ 2) 中的^代入上式,便得： 


left 

2mA 


(的於 2 —仏於 $)• 


对于两块同样金属间的结来说，也和心这两个量仅仅是各自的相 
位不同而已；干是，我们求得电流 密度： 

(50.3) 

当接近干相变点时，41 2 和 T-T 一样趋 于零; 因此，通过结的最 
大电流密度也按同样规律趋于零①。 

现在让外电源给隧道结加上一定的电势差，即在结内有了电 
场匕 这里我们用一个标勢（这里用 F 表示）来描述这个 电场: 
E =~ VV . 这个场对通过结的超导电流的影响，根据规范不变性 
的要求就能解释明白. 

在无电场 (F = 0) 的情况下，波函数的相位与时间无关:30/以 
= 0 ②. 为了把这个等式推广到有电场的情形，我们 指出： 普遍的 

① 基子 BCS 模型的微现理论证明：在任何温度 T, /和少》之间都有 (50.3) 式 
那种关系_这种理论可以将如同处于正常态的两块金属之间接触区的电阻联系起 
来.关子这一理论的讲述，可以从下书中査敢 

结构中的约瑟夫逊效应> ( 科学 >1970. 

② 我们提醒一下（比较 ]52 页上的注解①），因为系统的哈密顿量丑换成 — 
时间因子 exp(-2i~/ft) 便从波函数中除去. 


番 
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关系式对于标势的规范变换 

7 ->7 - 1 气⑴ (50.4) 

c ot 

应当是不变的，这里并未涉及到矢势（假定它与时间无关）.这里 
恰好和导出变换 (44. 3)、 （44. 6) 时的做法一样，我们 发现： 和7变 

换的同时，波函数的相位应按 

(50. 5) 


(50.6) 


在电场与时间无关的情况下，将等式 (50. 6) 积分 ，得： 

% 

式中与时间无关.所以，如果给结加上恒定的电势差 F 21 ，则连 
接区的相位差 

将此式代入 ( M . 3 )式,我们求得通过结的超导电流 

jf = j ro sin ^ 0 u -~ V u t y (50. 7) 

我们得出一个非常好的结果:对隧道结加上恒定的电勢差,便能出 
现频率为 

O 产 ' I'khi I (50, 8) 

的交变超导电流， 

在结内消耗的功率由乘积 jF 21 给出，它对时间的平均值等于 






进行变换.因而很明显，关系式 


30 


+1 


v=o 


是规范不变的，当时，此式变成 


30 


0. 


# 
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零，也就是说外电源不存在惯常的能量支出——无能量耗散的超 
导电流本应如此.但是应当强调，当存在外电动势时，也有一定的 
伴有能量耗散的正常电流 a %! 小时很弱）流 经结. 

因为 j 对少 21 具有周期性依赖关系，以及 少 21 对时间具有线 
性依赖关系，从这一事实就可以得出通过结的超导电流以频率 
(50. 8) 作周期性变化的结论；这个结论与对电势差大小的任何假 
设均无关系.但具体的公式 (50. 7), 只在频率叫小于起导性特征 
频率△磚,即在 

^ = 2|eF|«A(T) 

的条件下才成立. 


习 U 

一电路由电阻及和具有隧道结的超导体串联而成，电路中作用一电动势 


K fl , 试写出电路中的电流方程. 

解： 电路的总电压降 V ^ RJ ^ rV n , 其中 J 是流经电路的电流， P 21 是结 
上的电势差 ® .将•/ = 少 21 和(50.6)式中的 K 2l 代入此式 ，得： 


% d 0 z 
2 IeI 3^ 


- — — RJ m sin ^21* 


应注意，用这个方程所描述的交变电流具有非正弦性质. 


§51. 起导体中电流与磁场的关系 

当一切物理量在物体体积内处处缓变的极限情况（伦敦情况) 
下，在§44中曾得到超导体中电流和磁场之间的关系式;这时，假 
定磁场是弱场，即小于它的临界值.我们现在对这一问题在静磁 
场于空间作任意变化的一般情况进行研究；这时仍旧假定磁场是 
弱场 > 所谓“任意”，在这里 是指: 场在〜 lo 的距离上可以有显著的 


①在小的情况下，我们忽略了超导体中微弱的正常电流. 
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改变[当然，在数量级为晶格常数的距 离上场的变化仍然是小的; 

闷龙介质(金厲)的不均勻性在原子距离上是无关紧要的]. 

在一般愔况下，无界的介质中电流和磁场之间的关系，用如下 
积分公式表达： 

ji ( r ) = — Kr — r ')^4“ r 0 d 3 ar ’， （51.1) 

售 

式中梭 仏* 只与介质本身的性质有关 (5 h 1) 式的线性关系相 
应于磁场微弱这一假设. 

我们知道，电流密度可以看作是系统能量对矢势的变分微商： 
当 X 取变分时，系统哈密顿函数的改变为 

hH = — — j • 6Ad 3 ^ 

c J 

(见第三卷 （115.1) 式).因此 (51. 1) 式中的核仏，是二级变分微 

商，对二重微商[对木 ( r ) 和的微分]次序的对称性表 现在: 

Qik ( r - r f )^ Q ki ( r f - r ). (51.2) 

将 A ( r ) 和 i ( r ) 展成傅立叶积分,我们可以写出 (51.1) 式的 
傅立叶分量： 

ji ( k ) = - Q ik ( k ) A k ( k) f (51.3) 

其中由于有 — 

函数的一些重要性质，只要根据规范不变性的要求即 
可得出.在作规范变涣 A ( r )— A ( r ) + V ^( r ) 或取傅立叶分量 

A(fe)->A(fe) H-ifeX(fe) 

的情况下.电流 i 不应改变.这就是说，张量仏 ，( fc ) 必须与波矢 
量正交： 

Qik ( k ) k k = 0 . (5 L 4) 

①关于无 界介质问题， 在 这个关 系中只具有形式上的意义.它的 文在蒽义是, 
以后可以把它的结果应用于有界介质的问题——见下一节. 
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特别是，在立方对称晶体中， GiJt 的张量关系归结为 A * 和》形 
的一些项;于是，由 (51. 4) 式得： 

Q ik = ( d ik — D ^ fc ), (51. 5) 

式中仍 fc ) 是标量函数，. 

下面我们选取勢的 规范： divA ( r ) = 0, 对于傅立叶分量，即 
指 b A ( fc ) 二 0. 因此电流和势的关系 （51. 3) 归结为等式 

i ( k ) = ~ Q ( k ) A ( k ), (51. 6) 

即只用标量函数 G ( fc ) 便可确定这一关系. 

伦敦情况对应于 <3( fc ) 当 fc — o 时的极限表达式.对方程 
(44.8) 



的两边施行 rot 运算，并考虑等式 divA = 0, 则不难求得这个表达 
式.注意到由于连续性方程以及 divi = 0, 故得： 

Aj=~^AA . 

me 


因而在无界空间中，对于处处有限的函数 i ( r ) 和 A ( r ) 可得： 

j(r)--^^A(r). (51.7) 

me 

即每一点的电流值仅决定于该点的矢势值.傅立叶分量 j ( fc ) 和 
A(fc) 之间也有同样的等式，将它与 (51. 6) 式对比即可得到与 fc 无 
关的 @( fc ) 的表达式①： 

趴 = 当 fc— 0 . (51. 8) 

me Ajtoi 

本节的以下内容是计算 BCS 模型中的 Q ( k ). 我们已经说过, 


①在这一节及以下各节中把伦敦穿透深度记为心. 
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这个模 型指的是粒子（电子)间呈弱相互吸引的各向同性的简并费 
米气体.同时假定这些粒子都以自己的电荷 e 与磁场发生相互 
作 JU . 

在 §42 中曾写出无外场情况下的费米气体的温度格林函数方 
程 (42. 5). 磁场的引人是在 (7. 7) 式的哈密顿量 i? ⑼中以算符变换 
▽—▽一 ieA/c 的方式实现的①.因此在穸的方程 (7. 8) 中也进行 
间样的变换，相应地在类似的方程中需作变换 V + ieA / c ; 

显然，对于妒和运#的方程，也如此变换.自旋项（〜 o - ff ), 对 
应于电子磁矩与磁场的直接相互作用，因为该项很小，在哈密顿量 
和方程中可以忽略不计.算符 V 作用在函数绥 O , r ; r ', r ') 和 

贫 ( r ， r ; r >') 上时，相应于将算符!和 #〃( r , r ) 取微商.因 
此,在方程 (42. 5) 中也是借助于同样的变换▽—▽干 ieA / c 而引进 
磁场的. 

有外场存在时,将破坏系统的空间均匀性，因此格林函数对宗 
量 r 和 r ■'的依赖关系已不属于对 r 〜 r ' 的依赖 关系； 但格林函数 
对 r 和 〆 的侬赖关系，仍旧只是通过差 r - r ' 来 表达： 




2m 


V Z + jx |^(^;r,rO 


+ gBW ( Cs ； r y r f )^ & ( r ). 


I - iSs 


2m 


V + — A ( r ) 


(5 L 9) 




~g3* & ( Cs ； r , r ') = 0, 


在弱磁场的情况下(这里我们只研究这种情况)，这两个方程 
可以线性化；我 们取： 


①本节以下的叙述中[在方程 (51. 9— 51. 19) 中]取^ = 1 
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绥 二沒⑻ +沒⑴， 


(51. 10) 


W = W i0) - hW (1> 

(两式中第一项是无外场时的函数值，而第二项是场的线性微小修 
正量).因而两个方程中只保留 A 的一级小量的项. 

此时应 注意： 存在外场时，凝聚体波函数 S 也要改变，在这 

种情况下,它不归结为一个常量.但是，当我们选取 

divA=0 (51. 11) 

这种矢势规范时，改变并不复杂.事实上，标量函数 S 中对不变的 
S ( °> 值的一级修正只与 divA 成比例，并在 (51. 11) 条件下变成零. 
因此，在满足所需准确度的情况下，在各线性方程中可以取夕 S 
(0 > = A , 式中 △(实 量)是无外场情况下气体能谱中的能隙. 
结果， （51. 9) 式的线性化方程取如下 形式： 


iL 


v 


2 


2 m 




⑴ 


(L ； r,r f ) 十 A 歹⑴ （ L;r ， r') 


ie 

me 


A(r) ▽ 沒⑼ （ L;r—O, 


iG+^r+") 歹⑴ (L;r,r’ ）一 A 沒⑴ • （ L;r,r') 


2 


2 m 


ie 


me 


A ( r ) s/W (0) ( Cs ； r ~ r f ). 


(51. 12) 


由于这两个关于 A 的方 程是线性的，只要对场的一 个傅立 叶分量 
求解便可，即 

A(r) 二 A(fc)e 如， fc . A(fc)=0. (51. 13) 

A(r) 取这种形式时，我们可以立即把函数沒 ⑴和穿⑴对 r + 
〆 的侬赖关系分离出来 ，取： 

沒 ⑴ （C r, 1 * ，） ~-=g(C s ; r 一 r ，） e w(w)/ 2 , ( 51 . 14 ) 

^ (1) (L ； r ， r') ^f(Cs ； r-~r f )o ik - r ^ r， ^\ 
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这样 ，（5 L 12) 式中的第一个方程分离之后取如下 形式: 




2 


2m\ V+ T fe 


g(Cs ； r—r f ) + ^f(Cs ； r-r f ). 


ie 


me 


A(fe)e ifc-Cr " r#)/2 v^ <0> r ; ). 


对于第二个方程也是同样如此.我们现在将函数 p 和/对 
进行傅立叶变换.最终，我们得到下面两个代数方 程组： 


/ 


r 


— 


2 m 


P 


+ t ) 


2 


+ fl 


g(Cs,p)-^Af (L, P) 


€ 


me 


一 i 乙 




2 m 


p + IY+〆 


2 


f(C s ,P)~Ag(Cs, P) 


e 


me 


P*A(k ) 麥 


( 0 ) 


音 ). 


(51. 15) 


利用函数沒 (()) 和麥 ( C 1) 的表达式 (42. 7—42. 8) 作简单的变换之 
后，便得出这两个方程 的解： 


ffUsfP) 


mc V 释， ~ (n^eimt + el )—~ 


(51. 16) 


式中匕二士 fc /2), rj ± = T }( p ± k /2 ) [下面我们不再需要函数 

现在我们来计算电流.为此，我们需把熟知的二次量子化表 
象中的电流密度算符表达式 O 


A 


ie 


2 m 


[( ▽穸:)虼 — ~ A ^ P：K 


me 


①见第三卷§ 115. 这里省略了粒子自旋对电流的责献项.对于非铁琺系统来 
说(这时格林函数沴 ^ = (5^ 级），这一项在求乎均时变为零. 
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作为计算的依据. 

为了把这个算符变 g 松原绘景中去，只要把海森伯算符0、 
穸+换成松原算符穸〃、即可.回顾一下格林函数的定义 (37. 
2)，我们 发现： 电流密度(算符 i 的对角矩阵元，按吉布斯分布求平 
均）可以 写成： 

j(r) =2 ^\ [(▽' —▽) 沒 （ r, r〆 ， r')]; ， 二 r T+0 

I 

A ( r ) n , (51.17) 

me 

式中 《 是粒子数密度(因子2是来自于=2 绥). 

将 沒二沒 如+沙”代入 (5L 17) 式时，沒( 0) 项消失了，因为对于均 
勻且各向同性的系统来说沒％ ( r _ r f ) 是偶函数，因而它的微商当 
r _ r ' = 0 时变成零.同样地把 i 按 t 一/ 进行傅立叶展开 ，得： 

j(r f )=^T [(▽ ， —▽) 沒⑴ (S a; r,〆 )] 〜 

B ■一 oo 

A ( r ), 

me 

把 (51. I 3 ) 和 (51_ 14) 式中的 A ( r ) 和沒 ⑴代入 之后, 则有： 






将 (51. 16) 式中的 〆 “， />) 代入上式，最好立即考虑矢量 
i ( fc ) 和 A ( fc ) 的横向性，并在垂直于 fc 方向的平面内对 pi 的方向 
求平均，所用的公式为 


1>丄*/>丄* :誓 sin 2 《 心― ^*)， 

式中0是 fc 和1>之间的夹角.结果我们求得确定 i ( fc ) 和 A ( fc ) 
之间关系的函数 <3( fc ) 的如下表达式： 
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Q(k)= 


e 2 T 




GCs +v + )(i^ +W - ） +A 2 
(C 2 s+el)(Cl + el) ~ 


d 3 y 

(2 ji ) 



ne 2 

me 


el = r ) l ^ A 2 P t ] ± = 


dK p 土冬) 2 — "• 


(51. 18) 


这里所写的积分和求和从表面上看是发散的.虽然这种发散 
实际上是虚假的,但是在计算时要 慎重: 在消 狳发散 以前，计算结 
果甚至可能与求积分与求和的次序有关. 

但 这种困 难可以避开，只要事先考虑到这一明显的情况 便可: 
当 △=() 时定有 <3=0,即在正常金属中根本不存在超导电流.因 
此，只要从 (51. 18) 式中减去 A = 0 时的同样的表达式，我们就不 
用更改答 案了： 


Q ( k ) 


e 2 T 


oo 


2 J 


sin 


2 6 d + 〜脱 + [) + A 2 

el) (Cl-{-el )~~ 


d 3 》 


??+) ( i ^^—77_) j (2^) 3 ' 


(51. 19) 


这个表达式已很好地收敛，因而其中可以按任意次序求积分和 
求和. 

首先应当 指出： 我们感兴趣的值很小，其意思是此 

不等式简单地表明这一 事实： 超导体中磁场和电流发生改变的特 
征距离远大于粒子间距（即远大于〜1/仏). 

我们先在 (51. 19) 式中对 dp 求 积分. 这个积分 基本上 集中在 

费米面附近的动量窄域之内，即在 k 一以 | 〜 A 的区 域内. 在这个 
区域里， 


V 


土 




7 士了 


v F kcosO 
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( 罗一 2V) ±~v F kco%0, 


被积式中的因子 〆 可以换成 M ， 而把对 d 3 ： p 求积分换为对 2 jrm . 
p F drjdcos9 求积分.此后， （51. 19) 式花括号中的第二项对 d /? 的 
积分将变成零，因为积分路线现在可以在 r ? 的复平面肉由无限远 
半圆周封闭而成，因而积分变成零是被积式的两个极点位于同一 
个半平面(是上半平面或下半平面取决于 L 符号）内的结果 .（51. 
19) 式的第一项对 dr ? 的积分是容易的,此后只剩下对变量 cosO 

的积分.再根捃等式4 = 3^〃引人密度我们得到最终的结果 
(用通常的单 位)： 


nrfy} — ^^ 1162 'sn f 1 A 2 (l — a? 2 )da: 

— s ^J . I [21+A 2 "+ (hv F kx/ 2) 2 ] (CI + A" 2 ) t / 2 ) 

“={2s~ l)nT 

(51. 20) 

( J , Bardeen , L . N . Cooper , J . R . Schrieffer , 1957) ① 

在左值很小的极限情况下 ( W 。 «1,其中心〜 ^^/ A Q 〜 

是相干长度)，可以 证明： 表达式 (51. 20) 归结为与 fc 无关的伦敦表 
达式 (51. 8); 但这里我们将不讨论这一问题. 

在相反的极限情况下，这时衫 0 》1,在 （51. 20) 式的积分中 

区域极为重要.因此被积式分子中的戶与1相比 
可以忽略，然后，由于积分收敛得快，因而积分可以扩大为从一 oo 
到①•结果求得： 


nru\— ^7i 2 ne 2 T ^ A 2 
- ~2mchv F k 


①这 : HS??U 〖述的丹助温度栳林由数获得这一結果的方法，是厲于 A. A. 人 6pn- 
KOCOI 3 fp jL lI . iopLKoB (195 o ) 的工作 • 
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利用 （42. 10) 式进行求知，我们可将此公式表为① 

綱=盖， 

卜媒心略拉 。》 1 ( 5L21) 

当 T <^ T C 时，则有 n 产 nX ， 于是 /3〜 1/ SH 当 T C - T 《 T ° 
时,能隙△很小,因此化(么/270~么/27^考虑到式 (40. 4—40.5)、 
(40. 16), 我们又重新得出沒〜1/扣|。.所以,在从0到 R 的整个温 
度范围内都有 

P 〜 1/8 U 0 . (51.22) 

因而，函数 G ( fc ) 在心区域内大致保持不变(其中，在& = 
0点附近桉妒的幂作正则展 幵)； 超出这个区域，函数叭 fc ) 是衰 
减的，并当々》1/匕时按 1 M 的规律衰减.函数 <3( fc ) 的这种行 
为对应于坐标函数 G ( r ), 后者在的区域内衰减得慢（按 
1/ r 2 规律衰减)，超出这个区域则按指数规律很快地衰减.因此, 
磁场和电流之间的相关总是延伸在〜 L 的距离上.应当强调，这 
一 论断在从零到 A 的整个温度范围内都成立.因而，在§44中所 
作关于超导性特征长度^的普适性的论断，在此我们得到了证明. 

§52. 磁场对超导体的穿透深度 

现在我们把上一节中得出的结论应用于外磁场对超导体的穿 
透问题(这一问题的伦敦近似情况曾在§44讨沦过). 

设超导体的界限为一平面表面并占据 r >0 的半空间，而外场§ 
(随之也有超导体内的磁感应强度 B ) 平行于表面并沿2轴方向. 
于是所有的量只与坐标$有关，此时电流 i 和矢势 A (在 divA 二 0 

①这种形式的公式，是 A . B . Pippard , 1953年还在微观超导理论建立之前，裉 
据定性的考虑提出来的， 
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规范内）都沿 y 轴方向.麦克斯韦方程 rotB -- —= 妇 
结为 

A n { x ) = j(ar), x > 0 . (52. 1) 

c 

式中的 “ m 表示对 z 的微商. 

但是这个方程的边界条件对于入射到表面的电子而言，与金 
属表而的物理性质有关.最简单的情况，是电子从金厲表面作镜 
面反射.显然，遵从这种反射定律时,半空间问题等价于无界介质 
问题，在这个问题中，场 40) 沿 ar-o 平面的两边对称分布 [>40r) 
=乂(一均].这时，作为^奇函数 的微商 当 z = 0 时不 连续, 
并当 z 通过零时改变符号.换言之，无界介质问题中半空间平面 
上的条件 B § 对应于条件 

^4 ; ( + 0) _ A r — 0) 二2 给. (52.2) 

将方程 (52.1) 乘以 f 并将它在从 一⑺到 co 的界限内对 dr 

求积分.在方程的左端写出 

i A tf c ~ ifcx dx = ( J 4 , e~ i * x ) , dx+ (^4 f e _u:c ) r da; + iA； 

J —OO J 一 oo •() 

roo 

• A r ^ ikx dx, 

J — oo 

头两项积分共同给出一 2 氙而末 项已经可以简单地分部积分，因为 
函数 40) 在^ = 0处连续，结果我们得出等式 

2 Q + h z A ( h )=^ Lj ( k ) 9 

C 

式中 3(A) 和 j(&) 分別是定义在整个空间上的函数 v40r) 和〆 a：) 的 
傅立叶 分量. 因此可用关系式把这两个量联 

系起来，这里 QW 由上一节中得出的公式给出.所以，我们求得 
场的傅立叶分 fi 
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A(h ) — — 

穿透深度3定义 为①： 


k 2 -^r 4jtQ(k) fc 


d = ^~rB(x)dx=- - A(X ^ 0) ^ 
§ Jo $ 


(52.3) 


( 52 * 4 ) 


将 A(x=^0) 用傅立叶分量 A(h) 表达出来，并代入 ( 5 2 . 3 ) 式中的 
我们有 


6 — 射:/(^^爿 二2 + 4^1 川/， (52 . 5) 

在这个积分中， P 〜 知的& 的值域起主要作用.在伦敦 
情况下（当心时)，这些值很小，即杉。《1.这时 0( A ) 由与 A 
无关的表达式 ( 51 . 8 ) 给出，因而求 ( 52 . 5 ) 式的积分自然得出3 = 

<5^. 

相反，在皮帕尔德 ( Pippard ) 情况下（当心《心时)，重要的是 
积分中々：》1/^的值.这里,《(幻由表达式 (52. 21) 给出，于是求 
(52. 5) 式的积 分得： 

d 二 d p = 4/3 3/2 j 3 i/3 , (52.6) 

考虑到 ( 51 . 2 幻式 ，因此我们 求得皮帕德穿 透深度 

心〜(和6) 1/3 . (52. 7) 

上述两表达式都属于电子由金属表面作镜面反射的情况.但是，在 
伦敦情况下穿透深度根本与电子的反射定律无关，这一点只要从 
§44中的心值的推导来看就清楚了；当6»心时，金属表面结构 
的细节是无关紧要的. 

但就在皮帕德情况下，穿透深度对反射定律的依赖实际上也 
很不显著.例如，在与镜面反射相反的漫反射的情况下（这时电子 

♦ 

①在场按指数规律衰减的情况下，这种定义与 （44. 13) 式的定义是一致的. 


鲁 
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以任何方 向入射 ，反射 电子 的速 度方向 ，都是各向均匀分布的)，心 
值只不过是镜反射时的9/8倍. 


§53- 起导合金 

杂质，对超导体比对正常金属性质的影响更 为显著 和深刻.只 
要杂质原 子浓度 $还小，对正常金属热 力学量 的修正 就不大 ，只有 
当 怎〜 1 时，即当杂 质原子间的平均距离 可与晶 格常数《相比较时 
这种修正 才变大 起来.应当强调，这里我们所说的，当然是指电子 
对热力学 fi 的贡 献， 并 ii 所谈到的都是被传导电子 在动量空间量 
子态分布的平均密度所决定的那些热力学量(例 如: 热容量及弱磁 
场中的 磁化率等). 

在起导金属中还有另一种图象.这一情形与存在着大于《的特 
征长度参数 相干长度 lo 有关.由于电子在杂质原子上的散 
射会破坏电子间的相关性，只要电子的自由程可与 t 相比较时， 
超导体性质就能发生显著的改变；但这时浓度 T 仍然很小.这里 
我们将定性地讲述为了一般了解这些低浓度合金性质所必需的主 
要结论① 

设杂质原子不具有机械矩，因而也无磁矩(非顺磁杂质).在 
这种情况下，杂质对无外磁场的超导体的热力学性质只有微弱的 
影响.因为这种杂质并不破坏对时间反演的对称性.实际 h 以 
一定方式配置的杂质原子与电子的相互作用，可以用某一势场 
V(r) 给以描述.根据克拉摩斯 (Kramers) 定理，在这种场中电子 

的能级仍然是二重简并的，并且这些能级所对应的状态恰好是彼 
此为时间反演的态，因此这些态上的电子可以构成库珀对.这种 


① A_ A. A6PMKOCOB 和 Jl.n. ropF,KOB 建立的全部超导合金理论是和当 k 杂的, 
并超出 了本书的范围.请参看原始论文：〕 I^Ta»35, 1588(1958);36, 319(1959). 
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情况，和以前讲过的一样，将发生在界限分明的费米面附近.所不 
同的是，这个面现在不是给动量空间中的占据态限定界限，而是给 
场 C /( r ) 内量子数空间中的占据态限定 界限; 在杂质浓度很低的情 
况下，费米而附近的量子态密度的变化很小. 

因此显然，按杂质原子的位置求平均之后所得到的公式，与 
纯超导体理论得到的公式只差 r 微量级的修正.特别是，忽略这 
些无关紧要的修正，并不改变相变点温度几和在该点上热容量的 
跃变值.因此也不改变金兹堡-朗道方程中系数的比值 oc 2 /& [见 
(45. 8 )];这个方程的形式本身同杂质的存在与否根本无关，不论 
对纯超导体或对超导合金，方程都以同样的准确程度成立. 

另一方面，超导体的磁性质，尤其是磁场的穿透深度，当 Z 〜 
lo 时就会发生显著的改变.我们现在来估计一下穿透深度，这时 
假定： 即使杂质浓度^<<1,自由程仍有 Z « h ( A . B . Pippard , 
1953). 

电子与杂质原子发生碰撞时，会消除在距离上电子在运 
动中的相关.这就是说，超导体中电流和场之间的积分关系式中 
的梭 GO ), 在”〜距离上就已按指数规律衰减.相应地，在 
动量表象中函数 0( 幻在 d / l 区域内现在保持为一个常数.这 
个常数值，可以在 W 〜1的情况下，通过与公式 (51. 21)( 当 k》lfl 

»1/^时仍然成立)的“接合”来确定.因此我们 求得： 

_〜€訖 th 4 r ，当郎时. 似 1 ) 

穿透深度 <3由&〜1/<5时的关系式确定（见 
§52). 利用 （53.1) 式 ，得： 

. (53. 2) 

这时若使这个公式成立，应当满足不等式^»“后者保证利用 （53. 


• 271 ^ 



1) 式是合理的；角《衷示无杂 S 倩况下物理量之值，“值也是指纯 
超导体之值.表达式 （53. 2) 也可以表成伦敦公式，这时要将公式 

中的超导电子数密度理解为 

n s 〜 d!l (53.3) 

如用金兹堡-朗道方程的系数《和6来表述，则关系式 (53. 2) 就是 
[见 (45. 16)]: 



苒考虑到曾指出的比值《 2 作与杂质存在与否无关，我们 求得： 

a 〜 a 纯 lo ,"， 6 〜心纯 (! o ") 2 . (53.4) 

根据 (45.17) 式，由此我们有相关半径 

i ( T )^ i ( T ) n ( l / i 0 ) 1 ^ (53.5) 

以及 (45.18) 式的参数 

W 〜爾级、 (53.6) 

当自由程充分小时，饮 >1/ n / Y ， 因此足够“脏”的超导体属于第 
二类超导体. 

金兹堡-朗遒方程对“脏”超导体的适用范围，从低温方面来 
看，实际上只限千条件3%—所需的不等式在这 
种情况下等价于更弱的条件 

(亨 ) 3 〜% 今. 

最后，我们提一下顺磁杂质超导体的性质.这些杂质会破坏 
系统对时间反演的对称性，因而也破坏了电子的成对现象（当存在 
磁矩时，时间反演也要求改变磁矩的符号，即实质上是指把一个物 
理系统换成另一个物理系统）.这些杂质对超导体性质的影响的 
定®最度，乃是导致自旋方向改变(与杂质原子发生交换作用所引 
起）的散射的自由程 I 当浓度 X 达到临界值时，这时〜匕，超 
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导性就消失了. 

但是，事实上数量级相同的临界浓度有两个.当取其中小的 

A 时，能谱中的能隙 A 将变成零；而凝聚体波函数 S 只在某一浓度 

A >4时才变为零.可是在浓度为 h 和心之间的范围内，将发生 

0 

无 能隙超导性.因为推导§44中的伦敦方程时，只是利用了存在 
凝聚体波函数和考虑了规范不变性这一事实，所以显然，超导体的 

主要性质-存在起导电流、有迈斯纳 ( Meissner ) 效应-在这 

个浓度范围内仍然保留.就超导体平衡性质来说，由于热容量对 
温度不按指数规律.变化，能谱里不出现能隙.应当指出，这里与 
§23中的朗道起流准则并不发生矛盾，因为这个准则根本不适用 
于无序系统（即我们所研究的类型的合金)，这是由于元激发不是 

r 

用一定的动量来表征的①. 

* 

§ 54. 粒子对的轨道矩不等于零时的库珀效应 

我们曾不只一次地说过，在费米系统中产生超流性的基础是 
库珀效应在费米面上相互吸引的粒子构成束缚态（即粒子成 
对). 对于费米气体来说，吸引作用的条件可以表达为要求散射长 

琴 

度具有负值，也就是说，处于相对运动轨道矩为零 G = 

鬌 

0) 的状态的两个粒子的散射幅具有正值(在小能量情况下，正是这 
个态给散射以主要贡献). 

但是，正确而更强有力的论 断是： 不论轨道矩 Z 为何值，只要 
相互作用具有吸引性质，就会发生粒子成对现象（结果就产生超流 
性 ）（ JI . 朗道 ，1959). 应当强调，在讲到各向同性系统(液体 

或气体)时,可以按 Z 值给状态分类. 

①关于无能隙超导性理论的论述，请参看原始 论文： A . A . Aophkocob , 丄 II . 
ropLKo HCSTQ 89,1781(1960) 
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现在对资米气 体来证 明这一论断，这里所用的方 法是： 只根搪 
系统（正常费米气体)在温度时的性质，在原则上能够确定 
出向起流态转变的温度 ?V 

在§18中曾提到，在正常费米系统格林函数这一数学工具中， 
粒子对的束缚态能量可表现为顶角函数 r 的 极点； 对于温度顶角 
函数 cr 参0时)也是一样，该函数我们用 y 来表示.当出现这种极 
点之后，这个数学工具事实上就无用了.但我们还是把它应用于 
最初的时刻，这时，温度降低并当 T = T C 时初次出现极点，而且粒 
子对的束缚能在这一时刻应等于零；超流相和正常相的状态这时 
是一致的. 


在如下的骨架 图上: 



圆圈表示 一 相变点 A 这样来 确定: 按照上边指出的理由，它 
是在 


C 8 1 = Cs 2 = 0 , Pi + p 2~0 (54.1) 

的情况下，^具有极点时的温度.第一个等式表示,成对粒子都处 
于费米面上,而粒子对的束缚能等 于零; 第二个等式的意思是，成 
对粒子具有相反的动量. 

不论粒子间的吸引作用多么微弱，都能产生粒子对.显然，为 
产生极点，必须使顶角函数的微扰论级数的一些项在 (54. 1) 条件 
下并当 T c ~^ 0 时（当吸引弱时， R 也小)含有发散的积分，•否则，所 
有对一级近似有限项的修正，在任何温度下都将明 M 地小于这一 
项，而且不可能出现极点. 

梯形图级数 

将满足这一 要求. 随后将会看到，在从第二个图起的全部图中，由 
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于追加虚线而使相互作用微弱，在上述意义下，被积分的发散所 


抵消①. 

把从 (17. 3) 式变到 （17. 4) 式时曾用过的方法应用于这个级数 
后，我们发现，等式 (54. 2) 等价于图方程 



(54.3) 


图的自由端线和内线对应于 (54. 3) 图[已考虑到条件 (54.1)] 中所 


示的各 宗量： 

P\ — ( 0 , p),Pz=(0 9 ps),Q= (iCs, Q)* 

理想气体格林函数的自旋依赖关系分离成= ^^^°>的 
形式，而顶角函数(没有反对称化!）的自旋依赖关系为 

a,(P^P4；Pu Pz)^S ay 3 fid ^(P 3 ,P 4 ； P lf P 2 ) 

将图 (54.3) 按 §3 S 中所指出的规则展开并缩并自旋因子，我们即 
得到关于函数^的积分方程 

^ (P3f ~PdlPl» ~^Pl) 


CO 






， ■ 一 oo 

X ^(q, ~q ； pi, — = 1 > 3 >* ( 54 , 4 ) 

此方程中的求和及积分中 p 变量 t 的一些小的离散值和费米 


①本来还需绘出图 (54. 2) 补充交换端线3和4的同样的图级数> 以使顶角函数 
对它的自旋和轨道宗暈反对称化.但这里为了达到确定兀的目的 ，可以 不必这样敝, 
因为在顶角函数的这两部分中会同时出现极点. 
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面附近的诸 g 值最为重要（见下文).因此，在积分号下的因子" 
和7中可以取 及 q = p F . 在费米面上还有矢量氕和 p 3 •所 
以,方程 (54. 4) 中所有的函数7和 C 7, 其中每一个都只与一个独立 
变量——费米面上三 个矢量 PuPa 和 Q 中的任意两个矢量之间的 
夹角有关. 

现在我们可以求解方程 (54. 4)，为此将 " 和7按勒让德多项 
式展成 级数： 


CO 


U ({^)= 2 ⑶ +1 ) a A ( cos #), 

1^0 

CO 

7( 办） =ZI (以 + l)^iPi(cos9). 


(54. 5) 


式中#是上述三个矢量中任意两矢量之间的夹角.将这两个展开 
式代入 (54. 4) 式，并惜助于球函数相加定理按方向求积分 ，得： 


式中 


^ i(l+a z 77) ==«£, 


(54.6) 


09 


d 3 g 


a S 3 q )\^^ 


T 


co 


(2;r) 


2 


d 3 分 




(54. 7) 


函数沒 ⑻取自 （37. 13) 式，而 7 } q = q 2 f 2 m — fi ^ v F ( q — p F ). 根据 
求和公式 (42. 10), 则有： 


n 




d 3 g 

2(2汴) 3 厂 2 y ^7* 


(54.8) 


对扣 = d 77/〜 的积分，在积分上限处的发散是虛假的（见 195 
页上的注解)，因而积分应当在某个处截断①.但当0 
时，积分同#在积分下限处呈对数发散，即有 in (1/ y ) 的行为. 


①由于 d 7〉式中对 s 的求和很快池收敛,所以在求和式中实际上重要的只有 
小的 S «值，而对积分的对数性质,则证实 g 接近于以的假设是正确的. 
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由 (54. 6) 式可见，在 

l - baiFI—Q (54.9) 

的条件下,将变为无穷大(即7有极点).方程 (54. 9) 同确定在 
1=0 值时粒子成对的相变点的方程 （42. 11) 在形式上是一致的, 
所不同的只是要把后一方程中的“耦合常数” V 换成[对比 
(42.11) 式]; 若把此公式理解为确定的方程，还需在公式中 
取 A = 0, 这样便与…相同了.因此我们看到，只要有一个 
〜值是负的,顶角函数就有极点;这时相变温度 

T( c " (- ) (54.10) 

沉 \ \ch\v F / 

[比较 ( 4 0. 4) 和 （39.19) 式].假如 Z 取一系列不同的值时〜<0, 
则在对应于最大的 I 〜 I 的温度 W 条件下，就将发生相变现象①. 

可以证明，在一切由电中性原子组成的费米气体(或液体）中， 
当 Z 值足够大时， A 在任何情况下都必定是负值 （JL n, n H raeBc- 

K H fi ，1959). 原因是，中性原子的相互作用，总会发生在大距离范 

围上，在这样距离内相互作用具有吸引的性质，即所谓范德瓦耳 
斯吸引. 


在实际存在的这类液体——液态 He 3 同位素中所以能产生起 
流性，看来有赖于 Z = 1 时粒子的成对②.这里我们不去详细研究 
超流相的结构，而只是简单地讨论一下如何选择区分超流相与正 
常相的序参数.当超过相变点时等于零而低于相变点时不等于零 
的物理量，是反常格林函数 ; Z ， r 2 ) 三心 〆 。 一 r 2 ); 在§41 

① 应当指出，假如所有的 a /> G , 则不会发生相变现象，并且的公式 （54. 6) 在 
直到 T = 0的任 问温 度下都能成立.当 T — Q 时所有反！都按 llnTj 的规律趋 

于零.正如 33 页的注解中提到的 事实： 动量相反的粒子的函数歹（与此同时还有准粒 
十相互作 I ]函数/)，当 r ~> o 时变成零. 

② 在温度〜 10^ K 时，发生相变现象.应当指出，小的保证存在一个区域， 
可以将正常费米液体理论应川于液态 H e » . 
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中曾指出，它起着束缚粒子对波函数的作用.它在费米面上（即当 
p = 时）的傅立叶分量是方向 n 的函数（和# 1=0 

时粒子成对的情况一样，它不是常数）.因为 W 算符是反对易的， 
函数 P <( n ) 对于粒子交换当然是反对 称的： 

F cv/r(^) — — Ffiai — 打 ) • 

当时(轨道矩为任何奇数值也一样）在粒子成对的情况 
下，仏^是打的奇函数，因此是一个对称旋量.这就是说，粒 
子对的自旋等于1， 对于〗 为奇数的两个全同费米子的状态来说, 
本应如此.二阶对称旋量等价于一个矢量，我们用 d 来表示它.在 
的情况下， d 对 n 的依赖关系应当符合于勒让德多项式 A 
*( cos 0), 即具有线性关系于是复二阶张量也(不一 
定是对称的!）可以描述超流相.实际上存在两种不同的液态 HV 
的超流相，而它们是用张量的不同形式加以区别的. 


_ 
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第六章晶格中的电子 


§55. 周期场中的电子 

晶体中各原子的电子壳层彼此强烈地相互作用.因此，已经 
不能说单个原子的能级，而只能说整个晶体全部原子的电子壳层 
集体的能级.对于不词类型的固体，其电子能谱的性质不同.作 
为研究这些能谱的准备步骤，还必需讨论单电子在空间周期外电 
场(晶格模型)的行为,这是一个更加公式化的问题，将在§§ 55- 
60 中阐述. 

场的周期性意味着：场在平移任何形为 a^n x a x +n 2 a 2 + « 3 a 3 
的矢量保持不变(其 a u a 2 , %是晶格的基周期(基格矢)； 

是整数） 

?7(r 十 a) =C/(r), (55,1) 

因此，描写在此场内电子运动的薛定谔方程，对于任意变换 r—r 
+ a 也是不变的.由此得到，如果於 (r) 是某一定态的波函数，那 
么於 (r + a) 也是描写同样电子状态的薛定谔方程的解.这表明， 
两个函数是一致的，其精度只差一个常数 因子： #( r 十 《)= 常数 
• 显然，常数的模应等于1,否则，当无限次重复位移 a (或者 
— a ) 时，波函数将趋向无穷大.具有这样性质的函数的一般形 
式为： 

^ fc (r)-e ife *^ fe (r). (55.2) 

其中 fc 是任意(实数）常矢量，而是周期函数 

M sfe (r + a) =« sfc (r), (55.3) 

这个结果酋先由布洛赫 ( F . Bloch , 1929) 获得； （ S 5. 2) 形式的波函 

数称为布洛赫函数，因此周期场中的电子常常叫做布洛赫电子. 



一般说来，在给定 fc 值时,薛定谔方程有各种解的无穷系列， 
这与电子能量 Kfc ) 各种离散值的无穷系列相对应，的下标 S 
标志这些解，这种下标 (能带 序号)也应刻划函数的不同 
分支——即电子在周期场内的色散律.在每个带内能量取遍一定 
的有限区间值. 

对于不同的带，这些区间或被“能隙”所隔开或部分地 交叠; 在 
后一种情况下，交叠区域里的每个能量值对应于各带中不同的 fc 
值.这在几何上 表明： 对应于两个交叠带 s 、 〆 的等能面位于 fe 
空间的不同区域.能带交叠形式上表示简并——不同态具有相同 
的能最.但是，既然这些态对应不同的 fc 值,那末，在能谱中就不 
会有任何奇异性.应该将带的交叉跟交叠的一般情形区别开来, 
交叉时〜 ( fc ) 和 V ( fc ) 之值在相同的点 fc 上是相同的（等能面交 
叉）.通常只把这种情况理解为简并;交叉使能谱中出现一定的奇 
异性. 

当然，具有不同的$或 fc 的一切函数 0 a 都相互正交，特别 
是，由 s 不同而 fc 相同的的正交性中得出函数的正交性. 
此时，由于函数的周期性,积分按晶格的一个元胞体积1?进行已足 
够了；相应的归一化为 


j ^Vk^skdv^d S s r 9 (55. 4) 

矢量 fc 的意义 在于： 当作一平移变换 r—r + a 时，用来决定 
波函数的行为.用6〜°乘波函数 

V\fc(r + a) =e ifc ‘ a 0(r), (55, 5) 

由此立即得到，量&按其定义不是单 值的： 相差任一个倒格矢6 
的动量值，都会使波函数有相同的行为(因子 exp{i(fe 十 &)a} 二 
exp(ifca)), 换言之 9 这样一些 fc 值在物理上是等价的，它们对 

应于同一个电子态，即:司一个波函数.可以说，函数 U 在筒格 
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子中）是下标 fc 的周期 函数： 

伞 s ， k+b ( v ) = tp sk ( r ) ， (55. 6) 

能 fi 也是周期性的： 

e s (k + b )= e s ( k ). (55.7) 

函数 (55. 2) 式同自由电子波函数——平面波0二常数 x 
exp ( i />* r / A ) 有某种相似性 * 这时恒矢量 Afc 作为守恒量.我们又 
得出电子在周期场内准动置的概念（如第五卷§71中的声子）.我 
们着重指出，在这种情况下根本不存在真正的守恒动量，因为在外 
场内动量守恒定律是不成立的.但是,绝妙的是在周期场内，电子 
仍然可以用某一恒矢量来表征. 

在给定的准动量为 Afc 的稳定状态上，真实动量以各种概率 
可有无穷多个 A(fc + &) 形式的值.这是因为，空间周期函数展成 
傅立叶级数，含有形为 e ib -的 各项： 

^fc(r)-=XI a ^fe + be l6 * r 

b 

因此波函数 （55. 2) 分解为平面波 

^ sk ( r ) ^^ a a$h+b e 1(fc+6> * r , (55. 8) 

b 

展开系数仅依赖于 (fc + b ) 之和的事实，表明在倒格子中的周期性 
质 (55. 6). 需要着重指出，这个事实[连同性质 (55. 6)] 不是波函数 
的附加条件，而是场 r ( r ) 的周期性的自然结果. 

矢量 fc 在物理上的一切不同值皆分布于倒格子内的一个元胞 
内.这个元胞的“体积”等于( 2 江) 3 /”，其中^是晶格本身的元胞体 
积.另一方面，用 h /27 t 空间的体积来决定与其对应的(物体每单 
位体积的)状态数.因此，每个能带里的状态数等于 1/ v , 即等于 
晶体单位体积中的元胞数. 

函数除了在 fc 空间内的周期性外，还有与晶格方向对 
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称性（晶类）相对应的转动和反射对称性. 并且，不 论在此晶类中 

是否存在对称中心，总有 

e s ( — k) = e s (k), (55. 9) 

这个结果是时间反浪对称性的结果.事实上，由于这个对称性，如 
果是电子的定态波函数，那么其复数共轭函数也是描写 
同一能量的某个态.但在平移时要乘以 e - 即与其对应 
的准动量是 一 fe ① * 

下面我们研究周期场内的两个电子.把它们看成一个波函数 
为於 （ r u r 2 ) 的系统，我们发现，在平移时这个波函数应该乘以 
e' ik a 型的因子.这里, fc 称为系统的准动量.另一方面，电子间的 
距离很 大时, 波函数 f ( r u r 2 ) 归结为单电子波函数之积，且在平 
移时乘以 e ik ^ e ifc 2 a . 由于要求这两种写法一致,我们得到 

fe = fei J rk 2 J rb (55.10) 

特别是，由此 得出： 在周期场中运动的两个电子碰撞时，其准动量 

之和的守恒性精确到可差一个倒 格矢： 

k l J rk 2 = k 1 + k , 2 + b. (55. 11) 

在定义电子平均速度时，还要说明准动量和真实动量间进一 
步 f 相似性.计算平均速度， 需 要知道&表象中的速度算符名= 
.在此表象中，算符作用在任意波函数按本征函数展幵的 
系数 上： 


t = ^^O sk \p sk d^h. 


(55. 12) 


首先求算符 r . 我们有恒 等式: 


① 在能带交叠时，严格说来，由这些论证只能得到 G (—幻其中*和 

s ^是某能带的序兮.然而，适当地规定函数 S (^)的各不同分支的序号，总获得 
( s : s ) 式. 
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rrj) 


r 

z : 

s 


C sk rip sk ^k 




^3 k 


d z k . 




对第一项分部积分，在第二项中将周期函数如 dpfc (以及本 
身)按同一个 fc 的正交函数系 展开： 


^ U st 

Qk 


i ^2(sk\Q\s f k)u s f h . 


(A 13) 


其中 < sfc | Gk ' fc > 是常系数.得到 


r ^= y^ t + ^]^c sh (sk I Q \s f k)i} a f k d^Ic 


2 忭 

5 J ^ 


^ Os \ 


+ 2< 5 ， fe l^l 5fe >^ ; fc 卜， fcd 3 A. 


另一方面，按算符^的定义，应该有 


ftp = |*(祀綠)垆 , kd 3 妃 


与已得表达式比较，则得 


r = i^- + f3 
aK 


(55. 14) 


其中（厄米）算符&由其矩阵给出.重要的是，这个 

矩阵对指标 fc 是对角的，因此算符&同算符 £ = 是可对易的. 

按一般的 原则， 电子的速度算符是由 f 算符同哈密顿算符的 
对易关系得到的.在表象内，哈密顿算符片是元素为匕 ( fc ) 的 
对角矩阵，其指标是 fc 和能带序号而只作用在变量 fc 的算 
符 3/3 fc 是对指标 s 的对角矩阵.因此表式 

d 相)=-\(拉 去-备泣)+心 

①确切地，应该说成 h 衮象.我们记奸，在这个衣象屮的波函数并非完全 
仟意的，它们应该对々为周期函数. 
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中的第一项是对角矩阵，其矩阵 元是: 


n\ 8s(<h) ^k 


9 


dk 


s 


(fc)) 


1 de s ( k ) 


n 9k 


« 矩阵元 同 《 矩阵元的关系是 


<5fei^is / fe> ^~^ie s (k)~€ sf (kn(sk\o\s f ky 


这个表达式在 S = s f 时变为零，即 A 没有按能带序号的对角元. 
这样一来,终于求得电子速度的矩 阵元： 

(55. 15) 

这个矩阵的对角元是速度在有关态上的平均值.于是，此值 
作为准动量的函数表示为 

、 = -嘴， (55. 16) 

它完全类似于通常的经典关系. 、 

迄今为止，我们的叙述都没有涉及电子的自旋.当忽略相对 
论效应(自旋与轨道的相互作用）时，考虑自旋将单纯地使准动量 
值为 fc 的每 一 能级产生二度简并，即在空间某一确定方向自旋有 
两个投影值.当考虑自旋-轨道相互作用时,情况随晶格是否有反 
射中心而不同. 

周期场中电子的自旋-轨道相互作用用算符表示则为 

(55. 17) 


其中^是泡利矩阵（参阅第 IV 卷 §33). 这个算符作用的波函数 

是一阶旋 M Ak a , 其中 a 是旋量指标，根据 Kramers 定理（参阅 
第三卷§60)，对任何电场(其中包括周斯场)，复数共轭旋量 

和 H 总是描绘同一能量的两个不同的态.因为，此时函数 
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对应于准动量一 fc , 所以我们重新（现在已经计及自旋-轨道相互 
作用)得到 （55. 9) 型的关系 

e So ( — k ) = e So f ( k ) 9 (55. 18) 

其中指标 or 和 a ' 用以区分两个不同（时间反演）的自旋态①. 

当然，等式 (55. 18) 并不意味着前面说过的那种简并，因为能 
量在等式两侧分属于不同的 fc 值.但是，如果晶格具有反射中 
心，那么 fc 和一 fc 的状态便有相同的能量.这时我们得到等式 
e “ k ) 二 e ^( fc ) ,这再一次表明准动量确定的每一能级有二度 
简并. 

除了与时间反演对称有关的简并外，周期场中的电子还可能 
有晶格空间对称所引起的简并.这些问题后面在§68里将要阐述. 


习 



1. 试求在如图10所示的周期场内做雒运动的电子的色散规律 （ R _ 
Kronig, W . G , Penney , 1930) 



UU) 

JTX 

X 



•t> Q a afit 
图 10 


解.在阱 I 的区域 ( OCrrCa ), 波函数为 

0 = + i% 9 ⑴ 

而在势垒 II 的区域波函数为 

—c 3 e i * fJX +c i e" U2X > Ar 2 =v^2«i(e— ?7 0 ) j%. (2) 

在另一个势垒 III 的区域，要求波函数与 （2) 只是相因子不同 (a + 6 
是场周 期)： 


①计及自旋-轨道相互作用，自旋投影算符同哈密顿算符已经不可对岛.所以 
这个投影不守恒，因而，严格说来，自旋态不可用这个数来表征， 


■ 
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垆和 f 在点 a： = 0 和 a: = a 的连续性条件，对于 c lf …， c 4 给出四个方程；这些 


方程的相容性条件导致色散方程 

cosfc(a + &) — cos^ifl* cos« 2 6 — 


2 


K 


sin ^iO* sin 


(4) 


这个方程不是以昆形式确定待求的关系 _• 在 e<t/。 时， A 为虚饨，于是 
方程应写成下列形式 

cosfc(a+6) ^cosKia'chl | | )sin/o a .shj 兄 2 &1. (5) 

如果 'i：(5) 式中，在 L『 d & =常數三舛条件下取极限 V 0 -^ oo , &->0,则得色 

散方程 


cos^a= eos ^ ia + S ^ n K 1 

n z Kia 




这个方程解决了&函数峰组成的周期场 


U(x)~aP > ] b(x—an) 


内的能谱问题.在图11上用图解法给出方程 (6) 的稂的分布.这里描绘的 

y 

是方程右侧作为的函数的图象.当函数取遍士 1间的所有值时，方程的 
根值跑遍横轴上粗线段所表示的区域. 



2. 试眾弱周期场 ro) 内粒子一维运动的色散规律. 

解. 将场看作微扰，从零级近似出发，粒子进行以平面波 

ip ( 0 >(x)^(Na)~ l ^Q ikx 

描 写的自 由运动（妇一化取成在 iVa 长度上有一个粒子， a 是场的周期）；粒 
子的能1 将周期场 G(x) 表示成傅立叶级数的 形式： 
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U(a^) — > 1 


这个场对平面波所取的矩阵元只在波矢为&和 ^=^+2^4 的态间跃 
迁才不为零，此时 u k 、= u n , 

在微扰论的一级近似下，能量的修正是由一与无关的常1：对角矩阵元 
£ ( "=^/** = %给出的，即能量的原点只作位移而已.彳 a 是，在 A = 

(« = 士1, 士2,…:值的邻域，能级是个例外，在这些点上右与 F = 2^/ a 的 
值只差一符号.因此，能贽 e ⑻（幻和 ⑻ oo 是一致的.于是，在这些值的 
邻域中，能量相 近状态 之间的跃迁矩阵元不为零.为了定出修正值,就需要 
借助于本征值相近情形的微扰论方法（参阅第三卷 §79), 第三卷的 (79. 4) 式 
给出答案.根据该公式,现在有 

(A) =i - [£«»(&) + e <o> ( 灸 ― jfc n) ] 士 
Z 

士设 [><”w — j 夂 

其中 ‘==27^/0,并删去了可加常数 t / D; 平方稂前符号的选择应满足如下的 
要求: 当远离*=士心/2值时，函数 〆 A ) 应过渡到 £ ( 。>00. +号和—号分 
别对应于值城 | 到 >| A „/2 i 和|以<^/2|,在点&=土犰/2上函数以幻经历 
数值力 2 : y n | 的跳跃.在图12«上，描绘出的能量£(幻是作为变量&的函 
数，&的取值范围为 一 oo 到 oo . 如果将 fc 值(准动量)取在士 Wa 之间，就得 
到图126,其中绘出头两条能带. 



图12 

我们注意到图 12( 冏图11 一样)的能带并不交叠，这是周期场中一维运 
动的普遍特性.每个能级(按&的符号）是二重简并的，在一维运动时完全不 
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能出现更大的筒并度.我们还荽指出，在一维运动愦況，毎个能揩的边界〔:能 
Itl ： n ;的沿小扒 ❺最火値—对 应于数值 h i 和 A = 了 1这是 P ； f 为 ， /H 3成 
\iH W 对应!的能波函数在平移一个周湖 a 时，需乘以某一实数因丫•⑽ 
此在无穷远处波函数变为无穷大、而在能最的允许 S 间，在平移时，波函数 
需乘以因子 e ^-. 于是，在禁戒区间和允许区问之间的边界上，这个因子应 
同时为模等于1的实数.由此得出^等于零或等于 JT _ 

3. 试求下述一维周期场内粒子的色散规律，这个场是满足准泾典条件 
的一列对称势阱（因此粒子透过势阱间势垒的槪率很小）. 

解. 类似求解双勢阱中能级分裂（第三卷§ SO 习题 3) 问题的步骤. 
趴 O ) 是描写在一个势肿中运动（具有能设图 13) 的归一化波函数，也就 
是说从势阱两侧离开边界时波函数按指数函数衰减；这个函数是实函数，而 
且可以是变量 or 的偶函数或奇函数.对于周期场内运动的粒子，正确的零级 
近似波函数是求和式 


4/ U ) 



f 




A 


图13 

OQ 

ip k jx)^C^ 1 f e ikax jj (> (x—an) f ( 1 ) 

一 eo 

_ 

其中 C 是归一化常数（当平移时，这个函数应该乘以因子 e * fra ). 

写出薛定谔方程 

M + 爭 [“*)- 叫)]也=0， 

% + 菩 [ A -叫)抓 = 0. 

第一个方程乘以於。，第二个方程乘以，逐项相减，并在界限一《/2, 0 /2内 
(图 13) 对 da : 积分.我们指出，因为乘积— an ) 在《乓0时处处很 
小，那么 
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我们得出 







在求和式 （1) 中，当 $ = a /2 时应当只保留》= 0和 n = l 的项，并且根据函数 
分 0(疋）的偶奇性分0^ — 士分有. 

Ka 1 2) = Cip 0 (a / 2) (1 土以。 ） , 

i> f k ， fl/ 2 ) =C^ ； (a/ 2 ) (iq=e Uo ). 

同样，在«/ 2 时，只应保留 n 二 t ) 和 n = l 的项.结果得到 

e { h ) —£ 0 ^±^ f Q (^~^ ip ^~^ coska . 

这里尚需代入值 


㈤ 


mco 


2jrp(a/2) 


■ 


in 


exp 


备 r _ i 心] 

n J «n 




其中 0 是粒子在势阱中振动的经典频率; A 是与能量 Q 对应的反转点.最后 
得到 


fico 


e(fc) — 6。= 土 V D cosha, Z)=exp 


IC lK " )ld 


这样一来，在孤立势肿中运动粒子的每一能量将展成宽度为 2 Ko > D””n 
的细能带，这个宽度决定于两个势阱间势垒的透射系数 


§ 56. 外场对晶格中电子运动的影响 

我们研究晶格上施以一恒定磁场 H 时电子的运动.在坐标 
表象内，电子在周期场 U ( r ) 内的哈密顿量为 

(56. 1) 

2 m 

(其中 p -~ m 是真实动筮的算符），由此出发，按通常方又引进 
外磁场后 




239 


r 


心忐 (多 - f 4 ) Wr) ， （56 . 2) 

其中 A ( r ) 是场的矢势.但是,在场足够弱的情况下，过渡到准动 

量表象，可以使问题得到合理的简化. 

鉴于晶格中电子能带结构可以有多种多样的型式，因此只能 

以相当粗糙的方法对于弱外场的条件进行一般的描述.设电子在 

施加外场之前处于某个确定的（第 j 个）能带中，我们用^表示作 

为这个能带特征的能量最低值，例如,能带的特征宽度或到邻近能 

带的距离[即给定 fc 时的差值如果认为磁场是 

弱场，无论如何必须满足条件 

务 （56. 3) 

其中“拉摩频率”叫〜 lei 丑 /m*c ， 而 m * 〜 Mfv 是电子的有效 

质量•① 

如已述及，在无外场时晶格中电子在 fc 表象的哈密顿量是元 
素为心 ( fc ) 的对角矩阵.在有外场时，电子的哈密顿盘还将包含 
矢势 A(r) 及其对坐标的微商，即场强 ff (而在非均匀场时，还有 

场强的高阶微商)；在 fc 表象中函数 A(r) 改为算符 i = A(f )， 其 
中 f 算符由 （55. 14) 式给出. 

矢势 A ( r ) 是坐标的增函数(对于均勻场，遵从线性规律).鉴 
于势的这种增涨，甚至对于弱场，势在无限大系统（晶格中的电子) 
的哈密顿量中也不是微扰.因此，即使弱磁场也会明显改变广延 
系统的性质——使连续谱变成离散谱(能级量子化，参阅 §58). 而 
弱场(不同于势)的强度只带来小的修正项. 

我们指出，在忽略这些修正项时，只由一些规范不变性的要求 

①频率更精确的定义由后面公式 (57. 7) 给出.对于金属中的传导电子（参阅后 
面的§ 6 〗 ）特征底女〜; I/«(a 是晶格常数）；再取£■。〜 P / mV , 我们得到与不等式 r ^» 
o 等价的条件 （56. 6), 其中“轨道半径〜1；/«丑. 
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J 




便可用一般形式清楚地表达哈密顿量同勢场的关系.因我们研究 
的是恒定场，所以当势和波函数进行与时间无关的变换 


A—A + v /, 沪―负 exp (各 /) (56. 4) 

售 

时，利用方程的不变性就足够了.这里 / O ') 是坐标的任意函数 
[参阅第三卷 （111. 8-9) 式]. 

在弱场中，势 A ( r ) 是坐标的缓变函数.由于要阐述这个缓 
变性所起的作用，我们首先研究恒定势场这种极限 情况： A ( r )- 
常量(当然，恒定势是虚构的，此时不存在真实的场，因此谈 
到的是一个形式的变换）.从焱=0过渡到等价于 
A 0 r 时的变换 (56. 4); 因此代替原来(在 A = 0 时)本征函数 

^k = u sk e ik - r (56. 5) 

的是新哈密顿量的本征函数 


« sfc ( r)exp 





由此可见，为了赋予准动量以原来的意义(平移时决定波函数相位 
改变的量）必须取 fe + eA 。/ 加这样，定义的量 K 可称为广 
义准动置. 此时，新本征函数写为 

^sK=^K-eA 0 /Kc (r)e iK * r . 

与这些函数相对应的电子能 量为： — eAo /如). 现 
在我们能够断 定：勢 A ( r ) 虽非恒定,但在空间缓慢变化时，零级 
波函数近似(对场强而言)是 

^sK = ^ s » K - eA (. r }/% c ^ lK * r ' (56.6) 

(:由于 A 是变化的，《已经不是严格的周期函数）.①现在，能量 


① 如果按函数匕 fc 展开函数 （56. 6)，那末，一般说来，在展开式内要包括不同 a 
的函數. 但是 ，应强调指出，这决不意 味着真 跃迁到另一个能带，而只表明波函数在恒 
定场影响下的变化；由此联想到，恒定场根本不会引起使能量改变 的真实 跃迁.为阐 
明这种情况，应注 意到： 虽然场是微弱的，但与此相关的态分类的改变（其中包括准动 
置与能量的对应)却是明显的， 
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G(K — eA /心) 应当看成是在 K 空间构成哈密顿量的算符.此 
时，在同样的近似下，应把^理解为算符 P = i 3/3 K , 而把定义式 

(55. 14) 中第二项 d 删去.实际上,算符 id / dK 作用于波函数时， 
按数量级看，是用“轨道线度”化乘以波函数.而 化随场 的减弱 

而增大，至于算符6作用干波函数，其结果并不包含这种增大的 

因子. 在这个意义上，算符6在弱场中较 id / dK 为小.另一方面, 
因为算符 3/3 K 按能带序号是对角的，则哈密顿量也是对角的. 

这样，我们得出结论：晶格中的电子在弱磁场中用哈密顿最 
(在 K 表象中） 

^ A ( r ))， f (56.7) 

来描述 (R.Peierls, 1933). 于是，在这个近似下完全类似于在动 
量表象内自由粒子的哈密顿量中引进磁场的方法. 

因为不能确定不可对易算符(矢量 k ^ K - eA / hc 的分量)的 
作用顺序，所以 (56. 7) 还不能完全确定.而作用顺序的确定应该 
保证哈密顿量的厄米性.原则上总是可以做到的,只要把(在倒格 
子中的）周期函数 G ( fc ) 展成傅立叶级数型 

^( fe ) = 2 ^« eifc，a (56.8) 

a 

即可(按正格子的所有矢量 a 求 和). 在这个级数的每一项的指数 

里用左代替 fc , 将只剩下一个算符(矢量 A 在 a 上的投影）.因此 
不出现作用顺序问题, 一 切都归结干这一算符的幂.当然，这样的 
“厄米化”方法不是唯 一的. 然而，重要的在于不同方法间的差別 
已超出所考虑的近似 范围. 因为在上述的近似中，算符 nt 
的对易子都是小量.例如，对于均勻场算符 
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A--=^-Hx r - (56. 9) 

2 2 div 

容易直接计算出来.对易子 

，… (56. 10) 

%c 

正比于微小场强 ff . 


算符 f == i 3/3 K 与的对易规则和“自由”粒子(无晶 
格）的坐标与广义动量的对易规则完全一样.因此计算算符 f 和 


K 与哈密顿量的对易子，自然导致算符方程 





d6 

i r — 丽 . 


(56. 11) 


这组方程具有通常的哈密顿方程的形式[其计算可参阅第三卷的 
公式 （16. 4-5)]. 

我们再说一遍， （56. 7) 式的哈密顿量近似的含意,是其中忽略 
了与场强 H 有关的项以及不含数量级为轨道线度~的大因子 
项.在高级的近似中，结果还可以表示为某个有效的哈密顿量 

— 的形式，它按能带序号是对角的，并且已经不 

能仅通过函数 G ( fc ) 来表达①. 

在忽略自旋-轨道相互作用时,计及电子自旋将使哈密顿量中 
出现通常描述磁矩同场的相互作用的项 一 Ar * lf ， 其中 cr 是泡利 
矩阵，而沒 =| e 々/ 2 mc 是玻尔磁子.如果晶体具有反射中心，自 
旋-轨道相互作用只改变电子的磁矩，因此自旋同磁场的相互作 


①计算修正项的简单例子将在§ 59 中给出.以//的幂级数形式得到哈密顿量 
的正规方法，以及此级数带头项的一般表式在 论文： B.I. Blount, Phvs . Rev . 126, 
1636(1962); Soliod State Physics , 卷 13, M 306(1963) 中都有表述.我们指出，如 
果晶体具有反射中心，则级数始于 f / 2 项（参阅§ 59). 
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用为 

—PaiH k ^ ik {k). ( 56 . 12 ) 

实际上，在这种情况下对于同时进行时间反演和空间反射，哈密顿 
量必须是不变的.在这种变换下，应该进行 H H 和 or-^-cr 

的变换而使 fc 保持不变 .（56. 12) 式是满足所提要求的普遍表达 
式.当然，张量是不能在普遍形式下进行计算的. 

最后, 我们讲一讲给晶格施加弱电场 E 时电子的行为.弱场 

的条件 是指电场中在距离〜 《 上电子所获得的能量小于特征能量 
€ o : \ e \ Ea <€. e 0 . 

与磁场的情形一样，最起作用的项是含坐标增_&的项，即电 
场标势 <P(r) 的项.利用类似前面的讨论，也能以一般的形式阐明 
哈密顿量与史 ( r ) 的关系.实际上，施加一个虚构的恒定势史二抑 
等价于在薛定谔方程中给能量附加一个常数 e < p 0 ; 这个常数项也 
加在所有的本征值 G ( fc ) 上.当势 Wr ) 不恒定，但在空间中缓变 

时，类似的算符项应追加一个 fc 表象中的有效哈密顿 a : 

e s (k) ~r ep(r). (56. 13) 

§57. 准经典轨道 

我们把上节获得的结果运用到电子在磁场中进行准经典运动 
这一重要情况.如所周知，准经典条 件是: 粒子的德布洛意波长在 
粒子的线度上变化很小.在所讨论的情况下，这个条件等价于不 
等式： 

( 57 . 1 ) 

即轨道的曲率半径远大于波长 

① 一般 说来，这个条件强于条件 （56. 3). 但如果&〜 1/ a (金 属中 传导电子就娃 
这种情况)，则芮个条 f 变为一致.而且，实际上总可以得到满足.在 r /,〜 c ^/| el //〜 
cft/aje | W 时> 条件 rn»a 异致要求 //« cS / | e | a 2 〜 10 a —10 G Oe (奧斯特）. 
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在准经典条件下，粒子轨道的概念便有意义了.轨道由运动 
方程来确定，而运动方程是用相应的经典量 

hk = - w ， v = 备， H=e(K -& A(r)) 

代替 (56.11) 式中的算符而得出的（为了简化略去下标 S ). 我们 
展开这些方程，以“动力学的准动 量”： 

fe = K--^A(r) 

Tic 

替换广义准动量 
我们有 

Mh , e dA(r) dH e 3A f 

~dT + T ~dT~^ 

在此写出 dA / d « = (^ v ) A , 并注意到 

—V) A = xrotA = ^xH, 

便 获得运动方程 

= (57.2) 

d 右 c nok 

这'个方程只由于另一种 e ( fc ) 关系而与通常的经典洛仑兹方 
程不同，其中代替简单的二次函数的是复杂的周期 函数； 相应地， 
关系 r ( fc ) 就是这个复杂的周期函数.自然，这种情形要使电子 
运动的性质产生重大变化. 

我们研究电子在均勻磁场内的运动，用 I 乘方程 (57. 2), 用 
通常的方法求出加 ydfc/d = de / ch =0. 再用 ff 乘方程 (57. 2). 
得到 d(H-fe)/d^-0. 这样，电子在晶格内运动如同自由电子在 
磁场内运动一样： 


e = 常量,常量 • (57. 3) 

(2 轴沿磁场 H 的方向）.等式 (57. 3) 决定电子在 fc 空间的轨 

道.几何上，这个轨道是垂直于磁场的平面与等能面=常量 
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相截的截口曲线. 

等能面会有各种形式.在每个倒格子元胞内，等能面可以包 
含几个彼此不连通的叶片.这些叶片可以是单连通的或是多连通, 
的，可以是闭的或是开的.为了阐述后一种区别，最好来研究周期 
地延伸在整个倒格子的等能面.在每一个倒格子元胞里有相同的 
封闭空腔，而开放的等能面连续地通过全部格子并延伸至无穷 
远①. 

等能面的截面由无穷多个截口曲线构成.这里既包括一个倒 
格子元胞范围内等能面不同叶片截口曲线，也包括在不同倒格子 
元胞内重复的叶片截口曲线.如果等能面的叶片是封闭的，那么 
它的所有截面也都是封闭曲线.如果叶片是开放的，那么它的截 
面既可以是封闭的，也可以是开放的（即连续地延伸到所有的倒格 
子) • 

运动的准经典性也意味着不大可能 漏磁， 即电子的准动量不 
大可能跃变式地从一个截口曲线过渡到另一个截口曲线（在本节 
最后我们还要讨论不大可能漏磁的条件).于是，当忽略这个可能 
性时，电子就只在等能面的一个截口曲线上运动. 

现在我们详细研究在准动量空间内沿封闭轨道的运动.显 
然,这是时间上的周期运动;我们来确定它的周期. 

把方程 (57. 2) 投影到与场垂直的平面込,心上，得到 

dl k _\e\H — v 

~di — ~^ 丄， 

其中是 fc 轨道的线元.由此得到 

* _ C% fdz* 

①为避免误解，应当指出，倒格子元胞不能这样选取，即所有本质不同的（即不 
是周期性重复的)一些封闭空腔处在一个元胞内而不被元胞界面截开. 
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如果轨道是封闭的，则运动周期由对轨道全路径的积分 


T 


ch 


c£ dz 


m 丑 ： r ”丄 


(57* 4) 


给出.这个表达式可用下面的方法变为更直观的形式. 


用平面 趴 =const 截等能面 e = const , 其截面积取为 S(e 9 
在这个平面上两个路径 e = const 和 e+de = const 之间的环 
宽在路径的每一点上是 


dg _de 
\de/dk ± I hvx 

因而这个环的面积是 


dS = 


de 



由此可见 ，（57. 4) 式中的积分,正是偏微商 3 S/de m 
期为 



ch 2 3 S(e, h z ) 

W\h ~ dl ~ ， 


于是，运动周 


(57. 5) 


(W. Shockley, 1950). 在此，自然地引进称为晶格中电子的回旋 
质置： 



h 2 9 S 

2 n de 


(57. 6) 


电子在轨道上的回转频率通过这个量从公式 

\ e\H/m*c (57. 7) 

表出，它同自由电子拉摩频率著名公式的区别只是将质量换成 

TO' ① 


但是，我们强调指出，格子中电子的回旋质量不是恒量，而是 
S 和 t 的函数，所以不同的电子，其回旋质量也不同.还注意到， 


①自由电子的等能面是半径为 e ^ n ^/ 2 m 的球面，它的截面是面 积为及 = 

的圆，所以微商 ^ S / p e = 2; rm / 於，因而 = 
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这个 S : 可正可负；在前者电子作为荷负电的粒子沿轨道运动，后者 
是作为荷正电的粒子——空穴一~•在运动.与此相应地说 成电子 

I 

轨道 和空穴 轨道. 

到目前为止，我们讲过的是在 k 空间的电子轨道.但是，容易 
看出，准动量空间中的轨道和普通空间中的轨道间存在密切的眹 
系.运动方程 （57. 2) 改写成形式 

^dfe = -MdrxH. 

C 

积分后（适当地选取坐标 r 和准动量 fc 的原点)得到 

^k = -M r xH. (57.8) 

C 


由此看出，普通空间中轨道的叫投影，本质上是 fc 轨道的再现， 
只是取向和比例不同而已;从 fc 轨道经变换 


k 



\e\H 
>- 

he 


y ， 



\e\H 

%c 


怎， 


便得出普通空间轨道.除此之外，在普通空间有以速度 

沿; s 轴的运动.如果在 fc 空间的轨道是封闭的，那末普 
通空间轨道就是以场方向为轴的螺旋线.如果轨道是开口的，则 

甚至在普通空间中轨道在叫平面上的投影也是开口的，就是说, 

♦ 

在这个平面上运动可通向无限远. 

再说一下晶格处于恒定均勻电场 E 中电子的准经典运动.由 
准经典 方程力 & = 我们有 

k = ko^^-t, ( 57 . 9 ) 

n 

再根据能量守恆定律，有 

e ( fc )—= 常量 (57. 10) 


徂足 ，能是在有限区间 Ae (能带宽度） 内取值的； 因比，从 

(57. 10) 式得出，在均勻电场内的电子沿场方向做有限 运动： 电子 
• 29S • 
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在这个方向以振幅 AW 振动.如果电场平行于任一个倒格子 

的周期则运动就是频率为0 = 2兀| 6 |丑/；^的周期运动；当6〜 
1/ a 时，有〜对于任意场方向这种一般情况，运动是 
准周期的. 

最后我们考虑前述可以忽略 
漏磁的条件.如果这些轨道在某 
处反常地接近，那么从一个轨道 
过渡到另一个轨道（在 k 空间）的 
槪率自然就大.这样的情况出现 
在： 当轨道与具有自交叉的轨道 图 14 

相接近时，或者轨道在等能面两叶交叉点附近（也就是简并点附 
近)通过时.这些情况的轨道的典型图象如图14 所示： 轨道间的 
间隙 M 小于整个轨道的特征线度.而在其最近处的轨道曲率半 

s 

径札，一般说来，与6&同数量级.借助量子隧道效应可以从一条 
轨道过渡到另一条轨道. 如果以 大于距离(在这个距离上， 
波函数在经典不可到达的轨道之间的区域内要衰减)，这个过渡概 
率不大(按指数函数). 

利用电子在磁场内的运动与在某个势场 C / O ) 内的一维运动 
的相似性可以估计出 △‘. 这个相似性来 源于： 根据 （56. 10) 式, 
算符和所满足的对易关系同坐标和动量的 
对易关系一致.在最接近点附近，轨道是抛物线.它们类似于均 
勻场0/二一中一维运动的拋物线相轨道 0 c ， p )， 其方程为 
纩 /2 W ==/^ r ( 如果 r 自中止点算起）.在这种情况，在反转点后的距 
离 Ax 〜 (h 2 /mF)' /3 ± 的波函数将衰减掉（见第三卷§ 24)； 引入相 
轨道的曲率半径只〜 ( fz / d /)- 1 〜 mP ， 可写出 Az 〜(方 2 //2) 1/3 .根 
椐所指出的类似性,可借代换 Ax^%cMcJ\ e\H ? R^R k % | e | H/c 
得出待求量于是获得 Afc 〜（|6|"/如） 2 / 3 0幻夂 3 ,并且， 
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条件变为 


(57, 11) 


的形式. 


\e\H/hc<(bk) z 


§ 58 . 准经典能级 


我们看到，处在外磁场中晶格里的电子在 fc 空间沿闭合轨道 
的经典运动，对应着普通空间中与磁场 H 垂直的平面上的有限运 


动.当过渡到量子力学时，在每一个纵向准动量也的确定值都出 
现离散的能级.这些能量值由准经典量子化的一般规则确定. 


我们选择均勻磁场（方向沿 Z 轴） 

的矢势形如：儿= 

二 一 Hy , 

Ay — A z = O m 这时，广义准动量的分量为 



K x = k x ^~^ Hy 9 K y = h yf K z 


(58. 1) 

坐标 z 是循环变量,因此,广义准动量的 

z 分量守恒： 


夂广1+1^丑3^ = 常量. 


(58. 2) 


根据玻尔-索末菲量子化规则(参阅第三卷§ 48), 写出条件 

S > K y dy = n , , (58.3) 

M JT J 

这里的积分取运动的一个周期，并假定 〃是大 的正整数①.根据 
公式 (58.1-2) 将 L = b 和办= — ( cA /\ e \ H ) dk x 代入，我们得 

到 


C% 

27 tje\ H 


d ) 



(58.4) 


①在均勻磁场内运动，与矢势选择无关的绝热不变量是积分; ^ cfATrdr , 其 

ZJT 

中 ZO 是与场垂直平面上的广义准动量的投影（对比第二卷 §21). 矢势 A 在所选的 
情況下，积分 f 仏七^^^扣-^所以绝热不变量同”^力式中的积分一致. 
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现在，这里的积分取在 fc 空间中的闭合轨道上.这个积分正是被 
轨道包围的面积，也是前节引入的被平面 const 截得等能面 
的截面积80,趴). 

于是，最终得到 

S ( e , k z )= 2 n ^^ n . (58. 5) 


( Pi . M . 1951; L . Onsager , 1952). 这个条件以非显示的 

形式确定出 能级％ ( fcj . 于是，能带（为简单计我们不写出序号 
s ) 分解为朗道次能带的离散系列，其中各条次能带是连续变量 
I 值各不相同的能带. 

如所周知，准经典的量子化条件由于引人一修正项而更加准 
确，这个修正项归结为对一个大的量子数《附加数量级为1的数. 
为确定这个修正项，需要考察 (58. 3) 式中限定积分范围的各“中止 
点”附近的运动. 

在电子轨道上 = 与 y 的关系，当给定 h 值并在 = 
const 时由方程 

e(k) = i 


K x —^ e -^ y 9 h Vf h z 1 = const 
cn 


(58. 6) 


确定；中止点由速度咏变为零的条件来确定.在 
这点附近，按 y — W 的幂展开方程 (58. 6) 而得出 

其中 Wy 。). 由此可见按平方根定律 

逼近中止点存在着(为确定起见,我们认为在经典不可到达区域内 
y < y 。). 但是，这个定律正是准经典量子化中修正项的通常导出方 
法（参阅第三卷§§47, 48) 所涉及的定律.于是 (58. 5) 的精确规则为 
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S ( e f k z )^ + +)• (58.7) 

从推导 中知道 （基于函数 （58. 6) 的展开)，为了使精确的量子化规 
则变 得有效，轨 道需要充分远离函数的奇异点 （其中 包括复 
数的支点).在轨道附近处处不应破坏准经典条件（特别是速度 
的 g 投影不要变为零)①，最后，必须注意到作为一 
切推 导基 础的哈密顿量 （56.7) 是近似的.如果格子有反射中 
心，哈密顿量的修正项便是场强的二次函数，因而不影响条件 
(58. 7). 但是，若不存在反射中心，哈密顿量的修正项便是 H 的 
线性 函数： 在这种情况下， （58. 7) 中的修正项 1/2 便失去意义 ，因 
• 为哈密顿量的近似性也会造成同数量级的误差 .② , 

两个相邻能级的间隔 Ae 与大数 n 改变1相对应.于是 Ae 由 

等式 

厶 (- (58. 8) 

oe %c 

来确定.引入周期运动的经典频率根据 (57. 7) 我们得到 

As — hojj . (58. 9) 

应强调指出，频率本身是的函数.因此，相继的能级 
〜(在给定 h 时）不是严格等间隔的，这和自由电子情况不一样, 
在那里是常数. 

能级与守恒量无关(与磁场中的自由电子一样——参阅第 
三卷§11 2 ),表明它们是简并的.如果设想晶格具有大而有限的 
体积 P ， 那么简并度将是有限数.在区间 d 趴且 w 为给定时，状态 


① 两条轨道反常接近点附近，这些条件与漏磁槪率要小的要琅一致， 

② 对于自由电子(参考 297 页的注)，根据朗道关于磁场中自由电子的著名公式 
(第111卷§ 112 ), 条件 ( 58 , 7 > 给出 

e = + / 2m, coh~ | e\Himc 
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数为 VkSH K 2 jt )\ 其中△汉是量子数为 W 和 n + 1 的两条轨 
道间所包平面 t = const 的面积.这个面积由公式 (58.8) 给出， 
于是，我们得到所求状态数的表达式 


Vdk z \e\H 
(2； r ) 2 ch 


(58.10) 


—— 这同自由电子情况的公式一样. 

在磁场中能级简并的明显原因在于 :能量 与电子“拉摩轨道中 
心”在空间内的位置无关.对于自由电子这个简并是精确的.对 
于晶格中的电子它只可能是近 似的： 这是因为存在非均匀(周期） 
的电场，在晶格元胞中“轨道中心”的不同位置已不再等价.这一 
情况必然导致朗道能级的某些分裂. 

考虑电子的自旋将使每个能级分裂成两个;忽略自旋-轨道耦 
合时，这两个成分被恒定间隔2於丑所分离（如自由电子一样)， 
其中 A 是玻尔 磁子： 

s niT (k 2 ) =s n (k z ) or = 士 1. (58.11) 

如果晶体具有反射中心，当考虑自旋-轨道相互作用时，上述 
情况仍然成立.此时，无场存在的电子态对自旋是简并的,而磁场 
则消除这个简并.若用 AL(l) 替换外其中表示电子磁矩 
的变化],结果得到同样的公式 (58.11). 


§59. 晶格中电子的有效质 量张置 

我们研究 fc 空间 k = k Q 的点， 在这个点上 Q 子的能量 e s (k) 

有极值；特 別是，与能帯 的顶和底对应的点就是这样的点.如果在 
这样的点上没 有简并（只有对0旋可能存在克拉摩斯简并才是例 
外，参考§55末）， 那末，在该点 附近的 函数％ ( fc ) 可以按差= 
fc — ^ 的幂作正则展开. 这样展开的首批项是二 次项： 
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^2 

e 9 (k) = e s (k 0 ) +—mTlqig^ 


(59. 1) 


(59. 1) 式中的系数张量的逆张量是它称为电子在格子中 
的有效质童张童.下面来阐明，如何用 b 点的布洛赫函数 於&所 
构成的矩阵元来表示这个张量. 

当忽略自旋-轨道相互作用时，电子的哈密顿量是 (56.1) 式的 
形式，我们将 

ts %- e K ^^ n sh ~ e ^< p sk (59. 2) 

形式的波函数代入此哈密顿量的薛定谔方程.此时方程为 

卜 | A + J/(r)+ j^ fc = ea(fe) ^ fcj 

(59. 3) 

其中 — a ▽，是真实动量的算符. 

在 = 点的附近，矢量 g 是个小量，因此 (59. 3) 式方括号里 
的表达式可以看成微扰算符.在零级近似，当^二0时函数同 
函数％^—致.因此,通常的微扰理论可以通过此函数所构成的 
矩阵元来表达对能量的修正. 

因为 fc 。 是极值点，就不存在关于 Q 的线性修正项.就是说, 
对角矩阵元等于零，即 

( sfeolpl ^ feo ) =0. (59. 4) 

为了确定关于^[的二次修正项，必须考虑一级微扰算符中 f 的项， 
以及二级微扰论中《的项.结果 得到匕 ( fc ) 的公式 (59.1), 其中 



(.Pi ^ ss f CPk') g ss f (Vi) s* s 

心 (k 0 )~e s (k 0 ) 


(59. 5) 


按所有 si 进行求和①.为了简化对矩阵元的描述，今后将略去 


①不存 在按奋 的求和，因为根据 （55.1 )式，动量 P = mt ^ 没有对于々的非对角矩 
阵元，因此所有的中间态都与同一个准动量 fc 。 有关. 
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对角指 fe 左。 :3 <5 fe 0 [p ( s ' feo ). 我们指出， 若能带的位置 靠近 
(即心 一 h 是小量）时， （59. 5) 的第二项可以大于第一项，由此有 
效质量小于 

现在假设给晶体施加一均匀磁场这时，在 (59. 1) 中用算 
符 

3 =Q -6 A ， (59 - 6) 

替换《，根据 (56. 7) 式便得到哈密 顿量： 

^ 0> = ^( feo ) (59. 7) 

它作用在广义准动量 Q 的函数上，自然它与原来的公式 (59.1) 有 
同样适用的能量区域.这就是说,除掉弱场条件 (56. 3) 外,还假设 
所研究的朗道能级的位置不很髙.在这个意义上，应该将9和 Q 
这两个量看成是小量(甚至在弱场,矢势 A 也有增大的特点,因此 
不能认为 A 小于 Q ). 

哈密顿優中在 (59. 7) 式以后的各项均包含“纯粹”形式的 H 
场(即不伴有算符 3/3 Q ). 这样一些项已经不能只从规范不变性 
的考虑中得到.我们来确定这些项中的首项，它是 ff 的线性项. 
此时，由于这个线性项较小，在计算它的时候可以假定 Q -0. 

首先不考虑自旋-轨道相互作用时，我们来研究所提出的课 
题.我们所感兴趣的是 H 的线性项，它只可能在电子的原始的 
精确哈密顿量 (56. 2) 中关于 A 的线性项里出现，就是说它出现在 
用波函数对表达式 

--- — (p * A + A * 多 ）=— ^~A • p 

Zmc me 

的求平均中（等式与已选的 divA = 0 的规范有关). 

量 (59. 7) 中导致附加项 

町 )=— Mff, 


(59. 8) 
这在哈密顿 

(59. 9) 



其中 

I 

M^—^—(sk 0 1 r x |> I sk 0 } p (59, 10) 

Zmc 

正好是电子在态上磁矩的平均值.我们强调指出，修正项 
(59. 9) 可以附加在哈密顿量 （59. 7) 上，而不必担心这个效应已经 
部分地在 (59. 6) 的替换中考虑 到了； 事实上，式 (59.7) 中的线 
性项在 Q = o 时根本不存在. 

考虑到 (59. 4) 式,!>不存在对角矩阵元,按照矩阵乘法规则我 
们把式 (59.10) 分开写出得 


= (Vz 、 s ， s—(^z)ss* (P0S ， s], 


(对于也类似）；情况正应如此，哈密顿量 （59. 7) 的修正项 
通过算符 D 的矩阵元来表示.借助关系式 


秦 






K 〜 一占 3) 


可将 M 改写成如下形式 

j\4 — Ny 1 # ^Vz) (Py)s f s — Cpy) (Pz)s. s 

x 2mc e S i (feo)—e 5 (feo) ’ 

s 


(59. 11) 


我们注意到，如果晶体具有反射中心，那末， I 以及整个修正式 
(59. 9) 都变为零.事实上，同时进行时间反演和空间反射，电子的 
状态(不考虑自旋时)是不变的，因此等式 (59. 11) 的右侧也就不 
变;而磁矩在此变换下应该变号. 

现在，我们计及晶体中的自旋-轨道相互作用，给哈密顿量 
(56. 1) 附加 (55. 17) 的自旋-轨道项沒 st ， 这将改变方程(59_3)中 

关于 Q 的线 性项： 在这一项中算符多变成 

7 T — —— ,\ x V ^- (59.12) 

4 m c 

算符 A 有简单的物理 意义： 哈 密顿量 (包括同 r 直接对易，无 
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磁场时我们得到 

r =— 
m 


(59. 13) 


类似地， 当肓磁 场时，在原 来的哈 密顿量 (也 包括 6 si ) 中进行 
通常的代换我们得到关于 A 的线性项形如—— 


^^4/'/^，它跟(59.8)的区别也是将彡换成7?.对磁矩 （59.11) 


还应追加一项自由电子的自旋磁矩，因此有 

M z = fi(sk 0 \a x \s fe 0 > + V ' ⑹ … （丌丄〜一 Oy)w Oz) q 

■ 2mc ^ e 6 f —e s 

a 9 w w 


(59. 14) 

考虑到自旋-轨道相互作用，这个表达式的第二项甚至在有反射中 
心的晶体里也决不等于零.事实上，时间和空间同时改变符号 
会导致自旋方向相反的状态.因此，如果在这种变换时改变符号, 
整个表达式 (59. 14) 仅应归结为对算符)的平均(对照 
(56. 12) 式). 

当自旋-轨道相互作用可以看成微扰时，①我们来计算张量 
la , 改写 （55. 17) 如下列形式 

& sl = tr - X , x = 4 二 2 (59.15) 

把 (59. 9) 和 (59. 15) 看成微扰，我们来求能量的二级微扰论的修 
正项，此时只剩下对于 (59. 9) 和 （59. 15) 的交叉项.这个修正项 
(仍然是一个关于自旋变量的算符——矩阵)具有 (56. 12) 的形式， 
其张量等于 


① Aw 的表达式 (55. 17)' 是按相对论比值 (《/ c ) 2 展开的第一项.因此，在一定 

意义上它 g 是小量.但是，这个微小性对于现在这个具体能带中运用微抗论并无关 
系.因此在所研究的问题里并不能总认为是小的微扰. 
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工 J (^ i )$ s ' { L k ) s < ( L k ) ss > ( Xj) 9 > a (5 Q . 16) 

s ， € s * — e s 


其中态 L = r x 多. 

上述一切都是关于自旋以外的非简并态的.如果在 fc = fc 0 时 
有简并,那末，为了确定能量,需要组成直到二级微扰[方程 (59. 3) 
中的方括号]的久期方程（即根据第三卷公式 (39. 4)). 如此，得出 
的久期方程的性质与 fco 点的对称性有关.我们在§68还要讨论 
这个问题. 


习 



粒子在任意方向的磁场内具有平方色散律 (59.1), 试求其准经典能级. 
解. 将张量叫*化为对角型，并从极值点（为明确起见取极小值）开始计 
算能量和动量.这时 

( 1 ) 

2 \m y m z tn 3 / 

其中 m u m ^ m z 是张量叫*的主值（正值)，用 n 表示场 ff 方向的单位矢，有 

k 双1壳1+界2 2 + 壳3 (2) 

是场对张量 m iJfe 主軸的方向余弦），我们需要求出平面 (2) 在椭球 
体 (1) 内那部分的面积;它可以表成对椭球体 （1) 取的积分公 式:① 

(3) 

代换变量 U 产 (2 em f ) uz qiy 积分变为 

5= (2e) s/2 ft' 3 (m 1 w 2 »?3) l/z ^d(vQ —k a ) d 3 ^. 


①令 /0> Ms )= co ns t 是填充某一体积的曲面族.⑴是曲面族内两个无限接 
近曲面间的 姖离 ： cU = d //| v /| ,这两个曲面间的体积4厂=沒(/)以，其中攻 (/) 是给定 
f 值的曲面面积.以&函数 &(/) 乘以等式改 ( f ) df =| yfldr ， 再对体积取按 d / 的积 

分，于是得曲面/(^，1幻= 0的面积形如:*5 < (0)=| | V / l &(/) d ^. 在我们的情 况下， 
IV/I =1,由此得到表达式 （3). 
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这里矢量 p 在空间分馒为积分按 球《 = 1) 体积进行, 
积分容易在以 〃为轴 的柱坐标系内完成，于是给出 

抑，… X — 語)， 

其中 

w*n = w2 1 «i +/n 2 n| 4 -w 3 «3 
m ± ~ ( mim 2 m s / tn u ) 1/2 . 

代入 (58. 7) 中，求得能级 

m 丄 c \ 2 / 2m u 


⑷ 

(5) 


§60. 磁场内晶格中电子状态的对称性 

本节我们研究磁场中布洛赫电子的波函数平移对称的普遍性 
质,这一讨论是精确的，它不涉及任何近似(例如弱场条件或准经 
典近似条件). 

施加均勻磁场并不改变系统的物理平移对 称性： 在空间它仍 
保持周期性.但是,也有特殊 情况: 此时电子哈密顿量 (56. 2) 失去 
自己的对称性.原因是哈密顿量中包含的不是恒定的场强 if , 而 
是与坐标有关且不具周期性的矢势 A ( r ). 

哈密顿量失去不变性自然使波函数在平移时的变换规律变得 
复杂起来.对于均勻场的矢勢我们选择 规范： 

A —-i-JRT x r* ( 60 . 1 ) 

£i 

且令 #( r ) 是哈密顿量 Jt ( r ) 的某个本征函数.在平移 r — r+cr 
时 ( a 是晶格的某一周期)这个函数变为 #(r + oO , 但是，它已经 
是哈密顿量总 (r + a ) 的本征函数[而泠 (r + a ) 不同于 "( r )]. 因 
为矢势已经进行了 代换： / 

A(r)~>A(r+a)=A(r)+-^ff x a. 

为了找到待求的变换规律，需要回到原来的哈密顿量.进行 
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规范变换 


+ /=-yH xa r 


即可达到.这时，波函数根据 （56. 4) 式来变换 


7p^ipexp(ief/fic). 

所有这些操作的结果都表示成 fat ( r ), 于是得到 


沪 II 垆 （r) =VKr+a)ex 


P(+r.[hxa]), 


(60. 2) 


其中 h=|e|fJM c ， 而称为磁平移算符.如果 Wr) 是薛定谔 


方程 H ( r ) tp ^ eip 的解，那末㉔ 0. 2) 式也是这个方程对于同一个 
能量 e 的解 （R. Peierls, 1933). : 


由定义 (60. 2) 容易得出 结论: 


少 Aa ， 二 ta + a ， Co(d, Y), 


co ( a 9 a’）=exp 




(60. 3) 


交换 a 和 a' 时，因子 Q(a，《0 的 S 指数改变符号；因此，一般说 
来，算符 t 和沪 v 不可 对易： 

! tc / P a ， 二 少 a exp( — ih.[a x a’]). (60. 4) 

于是,两个算符^和 ta , 的乘积一般说来与算符 + 相差 
一个相因子.按照数学术语这意 味着: 算符史。所实现的并非平移 
群的通常表示，而是投影表示,这些表示的基是磁场中布洛赫电子 
的定态波函数①.于是，能级的分类应该按照平移群的不可约投 
影表示来进行，就象无场时按照这个群的不可约的通常表示进行 
分类一样. 


① 关于群投影表示，我们在第五卷 § 134 中已经遇到过.我们记得，算符&所 
实况的农示本来就称为群 <5的投影表示.算符之间的关系与群 G 相应元素之间的关 
系只在措确到相尨 • •个栢因子的意义下才是一 致的: 如果 <7 iG 2 - G 3 , 則对于算符有 

6 M 这里 M 要求的模必須淨于1 • 
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与此相关，我们记得，平移群是阿贝尔群（它全部元素都是可 
对易的)，因此，它所有的不可约的通常表示都是一维的.每个这 
种表示的基函数 P 在平移时仅耑乘以某一相因子，并且对于相继 
两次的平移，这个因子应该等于每次单独平移的因子之积.这就 
是说 

fail ) = e lk，a 0, 

其中 fc 是常矢量；这个矢量（电子的准动量）是给不可约表示分类 
的参量. 

当磁场满足条件 


H — Atz— — 

<1 V 

时，可以对平移群的不可约投影表示进行完全分类 （ E . Brown ， 
1964； J . Zak , 1964). 其中》和2是两个互为素数的任意整数； a 3 
是晶格三个任选周期 a u ct 2 、 a 3 中之一 ; r = ( ai xa 2 ) • a 3 是晶格元 
胞的体积.换言之，磁场必须顺着晶格周期的某一方向，而如/彳兀％ 
必须是有理数.等式( 6 0.5)乘以 Axq , 亦可将此条件表成下列 
形式 

h * ( a { x a 2 ) ~4 ： 7tp/q. (60. 6) 

为了给平移群的不可约投影表示分类，重要的是从这个群中 
能分离出子群（称它为磁的子群)，对干这个子群，不再是投影表 
75,而是通常表示.在遵守条件 (60. 6) 的情况下，形如 

^ nzqaz-rnzaz (60. 7) 

具有整系数〜， w 2 ， w 3 的平移集合便是这样的子群.事实上，当矢量 
h 顺着 A 方向且满足条件 (60. 6) 时,对于所有这类平移， （60.3) 
式的指数因子变为零或苦是 2 a 的整数倍,因之所有 的闲子 
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o )( a ， a 7 ) = l ①.平移 (60. 7) 的集合形成基周期为 a , ga 2 , a 3 的格 
子（称为磁格子).于是，磁倒格子相应地有周期 buh / g , & 3 ，其 
中是倒格子的基周期. 

磁的子群不可约的通常表示如整个的平移群一样是一维的; 
它们用波矢量(准动量） K 表征，波矢量所有非等价值都包含在磁 
倒格子的一个元胞中. 

令， 1 >是准动量为 fc u ) = K 的该表示中的基函数.对于该函 
数 

f a f (r)=e ik - 〜 0 ⑴ ( r ). ( 60 . 8) 

IfV 

在以周期 a 2 平移（不包括在磁的子群中）时，我们由 f n 获得具有 
别的准动量的函数# 2) .为了确定这个准动量，我们利用 (60.4) 
式和 （60. 8) 式可以写出 

f am f ⑼ = a2 ^ (r> ^exp(—ih - [a m x a J> n) (r) 

= exp {- ia m - [a 2 x h] + ia m - fe a) }!P az # ⑴ （ r) 

或者最后写成 


垆⑵ （ r) —e lk * a »^ C2) (r), 

其中 fe <2) =fe a) — a 2 x fi = JFC — 2~-6 t 

( 在最后的等式中代入 ( 60 . 5 ) 式并引入倒格子周期 27 ta 2 xa z lv = 


bi ). 其次应该区分？为奇数值和偶数值的两种情况®. 


① 一 般说来，磁的子群的选择不是唯一的；可以选择形如 = + + 

n 3 a 3 任意的平移集合来替代 （60.7) 式，其中 ? u g 2 是满足= $的整数. 

② 在 g = l 时，磁的子群同完全平移群一致.干是，如果 A 是 km / t ； 的整数倍， 
则平移群投影不可约表示同通常的不可约表示一致，而 a 电子态 的分类与不存在场时 


也-致. 
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令？为奇数.再重复迸行？ 一 2 次乎移 a 2 , 我们共获得穿 
个不同的函数，它们的准动量各为， 

fe ⑴，…， 

q q 

(60.9) 

减去矢量 h 的适当的整数倍，这些准动量值变成（顺序不变)下列 
各值： 

k = K, K + i - b t , K+ K+^lb i9 (60.10) 

这？个函数可实现平移群的《维不可约投影表示.当 K 取遍边长 

的胞中所有数值（此时，准动量 fc u) , fc (2> ，…取遍 
边长为 bMq 9 63 的胞中的值)时,我们得到所有的非等价表示. 

现在，令2为偶数.这时，在序列 (60. 9) 中等于 K — ph 的值的 
有 Q / 2 + 1 ) 个，这些值与 K 的区别只是倒格子周期匕的整数倍.换 
句话说，共有 W2 个非等价的 fc 值； 它们是以 g / 2 代换？ 而由 
(60.10) 式表达的.因此，在这种情况下不可约表示是？/2维的， 
并且 JK 取遍以 2 b l / q f b 2 / q , 63 为边长的胞中之值. 

这些结果允许我们在施加磁场时[满足 (60. 5) 式的条件]对晶 
格中的电子能谱变化的特征作出下述结论 ：在无 磁场时，能谱由离 
散的能带组成，每个能带的能量 Kfc ) 是准动量的函数，准动量取 
遍倒格子胞中的所有值.在施加磁场时，每条能带分裂为《个次能 
带,每个次能带的所有能级在 g 为奇数时都有 g 重简并,在?为偶数 
时都有 ( 7 / 2 重简并.次能带的能量可以表示为矢量 K 的函数 e ( lC ), 
K 所取的值为一个倒格胞的 W ( 在奇数 g 时）或 W (在偶数 g 
时） 

上述景象对于磁场的大小和方向在一定意义上是极为敏感 
的.事实上，不论怎样靠近能使 (60. 5) 式满足（对某一定的？，？) 
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的 ff 值，总存在满足同一条件但2却大得多的情况下的场强值. 
因此可以用尽量少改变场强的方法，来使次能带的数目变得尽量 
多.但应当强调，这决不意味在所观察的物理性质中也有这样的 
不稳定性.这些物理性质主要不取决于具体的晶带洁构，而取决 
于状态数按很小但有限的能量间隔内的分布；当场的变化不大时， 
这种分布也变化不大.因为强烈变化的并不是状态能量，而是状 
态的分类.后者的变化是由准动量的定义域的改变引起的. 

§61. 正常金属的电子谱 

在正常(非超导的)金属的实际晶体里，电子形成量子费米液 
体，这种液体在第一章里已经描述过了.但是，在这里由于不是 
“自由的”各向同性液体，而是晶格的各向异性周期场内的液体，于 
是出现一系列区别. 

自由费米液体的能谱，是类比于理想费米气体的谱建立起来 
的.与此类似，金属中电子费米液体谱也类比于晶格中理想气体 
的谱来建立的.准动量做为守恒量的出现仅与体系的空间周期性 
有关（有如真实动量的守恒是整个空间均匀性的结果一样).因 
此，在§ 55中所列举的性质自然也可转移为金属中电子液体谱能 
级分类的特性,其中粒子(电子)的角色移给了准粒子. 

在绝对零度时，周期场中的理想费米气体粒子占满直到某个 
界限值以(在 y = o 时同化学势的数值相等）的所有低能级匕决 
定^的条件是的状态数等于全部电子数.这时，属于一切 
k 值的 e(k)<e F 的能带完全被占满，而的能带是空的, 
而方程 

e s (k) = e F (61.1) 

有解的能带将部分炮被充填.在 fc 空间，方程 （61. 1) 决定了费米 
分界面，这个面把每个带波填满的态和空态分幵. * 
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类似地，实际金属在 fc 空间也存在一个面，使准粒子填满的态 

的区域（在 T = o 时）与空态分开；在面的一侧准粒子的能量 

而在另一侧但是，我们知道（参看§ 1), 费米液体 

里的准粒子概念只在费米面附近才有实际的物理意义，在那里元 

激发的衰减较小.因此，关于(在描述理想费米气体谱时出现的） 

满带的槪念在实际的电子液体中便失去严格的意义. 

费米面附近的那些准粒子称为传导 电子. 一般情况下，它们 

的能量是准动量的线性函数，类似 （1. 12) 式有 

e ( fc ) — — (61. 2) 

其中 fcp 是费米面上的点，而 

^ F =(-^ T ~) (61. 3) 

\ SR /fe=fey 

是传导电子在该点的速度 

在温度不等于零时,费米面附近也应有传导电子分布的“弥散 
区”.由此产生费米液体理论的适用条件： T 7 《觥其中 h 和 
〜是费米面的线度和在费米面上的速度特征量.通常线度 b 与 
倒格胞的线度有相同的数量级，因此 h 〜(例外的是所谓半金 
属——参看下面）.为了估算，再取~〜 Mp / m , 則得出 条件: 
T «10 4 - 10 5 K , 实际上这个条件总是可以满足的. 

实际上，所有金属都有带反射中心的晶格.根据§ 55末所述, 
传导电子（具有给定 fc 值）的所有能级对自旋都是二重简并的（这 
里所说的金属既不是铁磁的，也不是反铁磁的）. 

费米面的形状和配置是具体金属的重要特征.不同金属的费 
米面，一般说来，有各种各样极为复杂的形状.费米面可以由几个 

不相连的叶构成，这些叶可以是单连通的或多连通的，封闭的或开 

① 在 §2, 从伽利略不变性的考虑中得到型如 (2.11) 的 ^ 由”费米液沐有效萌 
量的公式当然与晶格中的电子液体无关. 
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放的（可与§ 55所讲的等能面进行大致的比较). 

费米面的封闭叶可以分为两种类型， 一 种是限定准粒子的满 
态(在 T = 0 时)区域（在£<〜的空腔内部)，另一种限定准粒子 
空态的区域(«>^).但是，如果认为第二种情况是“空腔”被 
“准空穴”所填满,这两种情况就可以用类似的方法描述;于是，系 
统向激发态的跃迁可以描写为准空穴从费米面内部向外部的跃 
迁.此时的费米面称为空穴费米面，以区别于第一种情况的电子 
费米面.①两种准粒子——电子和空穴一之间的物理区别,当它 
们在外场中运动时就明显表露出来.例如，在磁场中运动时，用来 
决定准经典轨道的空穴（或电子）费米面的一切截面,都属于§ 57 
所讲的那种空穴（或电子)类型. 

§1谈过的各向同性“自由”费米液体中费米面是球面，根据 
朗道的定理 （1.1), 其半径由液体密度决定.对于金属中的电子液 
体也有类似的关系，但由于同晶格周期性有关的特性，使这个关系 
的表述有某些改变. 

最好是取晶格一个元胞中的金属电子数；令《是一个元胞所 
有原子中的电子总数.我们用表示费米面填充侧（即— 
侧）的一个倒格胞内的总体积.这里总字的含 义是： 如果与费米 
面各叶对应的各填充区域部分交叠，那么它们仍然应该独立求和. 
我们约定，体积以倒格胞本身的体积为单位进行量度.从关于 
区域交叠的说明可知：如此定义的量^可以超过 1. 

我们感兴趣的命题—— Lmtinger 定理(对于金属它可代替朗 
道定理)可用下列等式 表示： 

n c ^2 tp = 71 — 2 Z , (61. 4) 

①但是，我们强凋指岀，为避免误会，“空穴”一词在这里的含义不同于§ 1末用 
另-种方法描述费米液体谱时所使用的含义（那里称为空六的只是系统激发时在填满 
区内形成的空位）. 
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其中丨是某一整数（【>0).对晶格里的理想气体模型，这个数有 
简单的意 义:倒 格胞中有两个(因有两个自旋态)电子，相当干每条 
能带全被充满，因此 2 Z 是占据 Z 条低能带的电子数;而差 n — 2 l 
是非满带中的电子数.公式 (6 L 4) 所表示的事实绝非平凡，类似 
的倩况在考虑到电子间有相互作用时也出现.①按照金属的定义， 
整数不等于零. 

假设在金属中只有(电子的和空穴的）封闭的费米面的叶.我 
们用 r ， 和 rf 表示电子空腔和空穴空腔对的贡献： 



2 


( 3 ) 


6 


(求和分别对所有电子的叶和所有空穴的叶进行）.量与电 
子空腔的体积一致，而空穴空腔的体积是 1 — rf . 我们引进电子 
型准粒子数和空穴型准粒子数 


«-= 2 2 r -^ n + = 2^(l~tl 8} ), 

S $ 

在《是偶数(从而 I 也是偶数)时，可以有这种情况.即〜等于 

空穴空腔数的两倍.容易相信，此时等式 (61. 4) 归结为等式 

( 61 . 5 ) 

准粒子数和准空穴数相等的金属称为补偿金属. 

我们注意到，当精确满足等式 (61. 5) 时,量和 n + 本身可以 
是任意的，可以包括任意小.当费米面所有空腔的体积与倒格胞 
的体积相比都很小时，金属称为半金属,②但是，传导电子的数目 
有一个下限,超过这个下限，金属型的电子谱就要变得不稳定，因 
而也就不能再存在下去(这种情况可参看§ 66末). 


① 这一命题的严格推导可参看 J. M. Luttinger,PA^s. Rev. 119,1153(1960) 

② 例如对于祕 : 〜 1(T\ 
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金属的热力学量由晶格部分和电子部分构成.后者的热力学 
关系决定子费米面附近的准粒子[色散定律 (61. 2 )]. 这个关系的 
特点自然也和理想费米气体或各向同性的费米液体一样（比较§ 
1 ); 公式中的差別，只是由于准粒子在非球形（现在就是这种情况) 
费米面附近，的状态数不同而已. 

我们用 vde 表示金属单位体积在能量间隔“内的状态数.在 
能量分别为以和〜+如的两个无限接近等能面之间， fc 空间的 
体积元等于 d / de / Azv , 其中 d / 是费米面的面积元，而是矢 
量 = 对此面的垂直分量.因此 


v F = 



(61.6) 


这里对一个倒格胞内费米面的所有叶进行积分（在开放的费米面 
情况，胞面本身当然不包括在积分区域内）. 

量值 (61. 6) 代替了热力学量中对于自由粒子气体（费米面是 
球面）的下列表达式 

2 4jrj>y — mp F 
{2ich) z fjfjm W’ 

例如，金属热力势 G 的电子部分（比较第五卷§ 58) 是 

Q e = D 0 e -~^ v F VT 2 9 (61.7) 

6 

其中0。 6 是7二0时的热力势值.将(61.7)式第二项当做0^的 
小附加项,根据关于小附加项的定理，对于热力势少也能写出类 
似的 公式： 


^e = ^0e~~^pVT 2 (61.8) 

b 


现在认为式中的 〜和 P 是通过 i 5 表达的（“零级”近似，即在 
时). 

f 

r f 4(61.8) 式确定熵，而后再确定热容量,我们求得 
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C e ^v F VT. 


(61.9) 


热容量的晶格部分与 r 3 成比例(在温度小于德拜温度@时）；因此 
在充分低的温度时，电子对热容量的贡献变成主要的了.① 

根据同样原因，在这个温度范围电子对金属热膨胀的贡献也 
成为主要的了.由（ 6 1.8)式决定体积 r = 而后再确定热 

膨胀系数得到 



— rp 


jt 2 d(Vv F ) 

W ~ 


(61,10) 


我们注意到，在这里(也如 T 7 》© 范围一样——见第五卷§ 67) 关 
系式 


与温度无关. 


aF— d\n(Vv F ) 


§62. 金属中电子的格林函数 

§§56-58 进行的讨论所涉及的是晶格中单个电子的运动，在 
晶格上还有外磁场的作用.现在我们证明，那里所获得的结果对 
于实际金属电子液体中的准粒子（传导电子）本质上仍然是正确 
的，只是关系式中的某些量的定义有些改变 [10. A . Bb ^ KOB , JI . 
n. rojitKOB, 1961; J . M . Luttinger , 1961). 适于普遍研究电子液 

体的数学工具是格林函数. 

在_二章中对于“自由”费米液体发展了这个工具.我们将阐 
明，对晶格中的液体这个工具在哪些点上要改变. 

电子液体(在温度 T = 0 时）的格林函数还是通过公式 (7. 9) 

①展开 （61. 9) 式的小参量是比值 T / o , 展开晶格热容量的小参量是比值 7 V 0. 
因此,热容量的这两部分在 T ^&^/ er 就有同程度的大小. 
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的电子海森伯算符 0 定义的，其中的平均按金属的基态进行.由 
于时间的均匀性，这个函数与宗量 M 和 G 的关系仅通过 t = t- 
“来表示.现在，对液体来说，由于存在晶格外场，空间均勻性便 
遭到破坏.因此，格林函数不仅与差值。一7* 2 有关.可以立即断 
言，格林函数对于 r , 和^同时平移同一个(任意的）晶格周期来说 
是不变的.下面我们在 0、 r 表象中研究格林函数，也就是我们引 
入对于 Z 的傅立叶分量 :仏 〆 o ; ri , r 2 ). 原则上，正是这个函数能 
够确定金属中电子液的能谱.把§8中的讨论重新运用到目前 
情况(不再进行全部计算). 

在§8中指出过，系统的均匀性允许完全定义算符於的矩阵 
元与坐标的关系，因而能够写出在空间-时间表象中形如 (& 5— 6) 
的格林函数的一般表达式；然后，从这里它可以过渡到展开式 
(8. 7) 形状的动量表象. 

对于晶格中的电子液体，只对晶格周期平移（即当时） 

才有表成等式 (8. 3) 的矩阵元的不变性.自然,这将减小与坐标关 

系的确 定性: 代替 (8. 4) 式,至少可以断定 

〈0 1 A ( 《 ， r ) | X^l(r)exp(—io) mo (k)t), 

(mk\^ a (t 9 r)\0)=X ( a ~]^ k (r)exp(i(a mo (k)t), (62.1) 

其中 

=e* ， fc *Xmfc(r), 

^ U ( r )= e ik ^ v amk ( r ). (62.2) 

fe 是态的准动量； m 是其余特征性量子数的集合，而《和 t ; 是晶格 
中坐标的一些周期函数（我们只写出发自基态—— Q 态 i 的跃 
迁矩阵元）.函数/ (+> 和^^的性质，类似于周期场中电子的布 
洛赫函数.通过这些矩阵元表示格林函数，然后变换到对时间的 
傅立叶分量（类似于§8所做的），现在代替 (8. 7) 式，我们得到 
展式 
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G ^{ co \ r { , 


r ) — 'Np ! ^ amfeC ^ (^2) I 尤 “ （『I ) Cfc * (r 2 ) / 

2 ^ \ 6>-f ^ — +iO o 十 /i —<e；r fc )—iO ) 


( 62 . 3 ) 

e (+) 和的意义 同前； 在第二项中进行了 k ->~ k 的变换. 

当 e 接近 A 时，状态的能量只与 fc 有关，在金属的费米面附 
近有不衰减的单粒子的元激发.对于这些状态，函数 <? a 〆 叫 
r 2 ) 在 o = e ( fc ) — / z 处有极点.在极点附近它的形式是 


G a$ (G>;r l9 r 2 ) 


^ rk ( r 1 ) X ^ k ( r 2 ) , 

6 ?十 fi~e(k) +i0.signo ’ 


(62.4) 


当有自旋的简并时还应该对自旋志成对地求和. 

根据格林函数来确定能谱，原则上归结为某个积分-微分线性 
算符的本征值问题. 


对所研究的问题，在坐标空间中的图技术的基本原则仍然 
同通常的费米液体中的情况一样.尤其是，若引入自能函数 
^ U 9 r lf r 2 ) (作为§ 14定义的图的集合之和)，可以把格林函数 
G «〃( m , r 2 ) 写成级数 (14. 3) 的形式，这个级数求和就成为图方程 
(14.4). 这些图上的细实线表示自由电子（既不同其它电子也不 
同晶格相互作用）的格林函数^^(«，广一^).根据(9.6)式，这个 
函数满足方程 

( i 备 ) 即 YhmXAOSCr 广 r 2 )， 

从左侧用算符（…)作用于方程 (14. 4)，然后变换到按时间的傅立 
叶分量，我们界到待求的方程 


« + " + Dg# O; ， r 2 ) — 


足 rv(o, r’ ） G y ,(co ； r 2 )dV 


<5 邮 5(ri —r 2 ). 


(62.5) 


在格林函数的极点(对变量 《) 附近，方程的右方可以略去，便 
获得齐次积分-微分方程，其本征值则给出系统的能谱.这时，任 


» 
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何运算都不涉及指标#和变量 r 2 , 即它们在方程里是非主要的参 
数，为确定能谱，因此，方程可以写为① 

(公 + //.+ ^~)；^0) — 2 ay (co; r , r , )Z v (r , )d 3 x f = (o^L)X(r) 

= 0, (62.6) 

对于金属中电子的费米液体，它代替通常的薛定谔方程.如前所 
述，根据 o = e ( r ) — //,上式的本征值确定了能谱；相应的本征函数 
就是 (62. 4) 式中的函数； ( r ) [将 (62. 4) 直接代入 (62. 5) 会清楚 

地看出这一点].因为在费米面附近激发很少衰减，在很小的情 
形下，算符 Z 是厄米算符（精确到数量级为^的项). 

为了过渡到有弱外磁场的情况，应该指出，在矢&规范变换时 
垆算符如波函数一样进行变换[比较 (44. 3 — 4)]. 因此格林函数 
仏3 0;^，1^ 2 )如分函数的乘积 ( r 2 ) —样进行变换.这 
意味着 (62. 6) 中的函数 /( r ) 也必须如通常的0函数一样进行变 
换. 但是，仿效§ 56中的讨论，容易发现在那里利用到的只 是：晶 
格的周期性，规范变换的一般性质以及能谱由某个哈密顿量的本 
征值所决定；哈密顿量现在由公式 (62. S ) 中的算符 i 来充任.②显 
然,因此所得的结果，即由无外场的能谱向有弱场的能谱过渡的规 
则，也是相 同的: 新的能谱由哈密顿量 

< K -£ A(r) )， (62 . 7) 
的本征值所确定，其中 4 fc ) 是无场时的谱.自然，现在的函数 
4 fc ) 的意义不 同子它在 (56. 7) 式中的意义,在后者已考虑到系统 

① 对于微观均匀的费米液体，在动量表象中，这个方程归结为方程 ( 14 . 13 ) 

a? =£ <0> (p) +^(<i»,p) 

② 这里可以指出一个 ® :要的 区别： （ 62 . 2) 中的算符立侬赖于其实，这只表 
明吩# : 顿 M 不是以显示的方式写出.在小 0) 情况下（在费米面附近）展开 I * 巧 I + 03 £ 1 ， 
然后出算符 (1 一 左乘方 程/^ =0>(1 —也可过渡到显式. 
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中所有电子的集体相互作用. 

其次，因为在§ § 57、58对准经典情况的研究是完全建筑在具 
有形如 (62. 7) 式的哈密顿量上的，所以,这些结果可直接移到电子 
液体上.但是，这时产生一个问题，即什么是作用给传导电子上的 
场强(或矢势 A ). 严格说来,这应该是所有的电子在该点 r 形成 
的场(以及外场)的精确微观值.但是，在准经典情况下发生相互 
作用的区域的特征线度轨道的拉麾半径”）大于电子间距（同 
晶格常数《—致)的数量级.这个事实导致对微观场的自动平均. 
这个平均的起源能够用下面的讨论来说明. 

我们将微观场强表示成它的平均值（按照宏观电动力学所使 


用的术语它是磁感应强度 B ) 与迅速变化部分云之和的形式.相 
应于均匀场 B 的矢势，在轨道线度的全部范围内将增大，并取特 


征值〜 在距离〜 a 上相应于振荡 场&的 势不会系统地增大, 
并且只取值〜5〜这个值同^>比较可以忽略.在§56中讲解 
时,就是场势决定电子运动的量子化.于是我们得出 结论: 只考虑 
均匀磁感应 B = rotA 的势 A 已足够了，这个 B 正是作用给电子 
的场 ( D . Shoenfcerg , 1962). 在下面 (: §63末)我们将看到,这个事 
实在金属磁化时将导致某些新的现象. 

于是,金属电子液体的准经典量子化规则可写成 


S{e 9 h z ) = 



(62.8) 


式中 S(e, t ) 是金属的传导电子真实等能面的截面积（在它的费 
米面附近）. 


象具有反射中心①晶格中的单电子问题一样，考虑传导电子 
的自旋将使磁场中的能级分裂为两个分量； 


①实际上 ，一 切金 属的晶 格都具 有反射 中心. 


墉 
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e na ( h ) 二 £ n ( h ) + afH ( Jc z ) B，cr = 土1、 (62. 9) 

量 Kh ) 是在准经典轨道上对某个函数 S ( fe ) 的平均结果.这时， 
可充分精确地认为所有轨道都位于费米面上，因此平均的结果只 
与 t 有关.我们强调指出，对于电子费米液体，量不等于1 
(自由电子之值)，不仅与自旋-轨道相互作用有关,而且与电子之 
间的交换作用有关. 


§63. 哈斯-阿耳芬效应 

在弱磁场中是玻尔磁子， B 是磁感应强度)，金属 
的磁化率不能以普遍的形式计算出来.其原因是在费米液体的理 
想框架内只能研究磁化率的顺磁（自旋) 部分： 这部分决定于费米 
面附近的传导电子，因为分布在深部的电子的自旋相互抵消.对 
磁化率抗磁(轨道)有贡献的是全部电子，其中包括分布在深部的 
电子，在那里费米液体理论中的准粒子槪念已失去意义.伹是，这 
两部分磁化率，一般说来有相同的数量级，有实际物理意义的只是 
它们之和. 

我们进而讨论“强”场，这时 

(63.1) 

即朗道能级的间隔可以同温度相比拟,但仍然小于化学势.在这种 
情况下，磁化率的顺磁部分和抗磁部分已完全不能分开,但是这里 
的情况发生了变化，即金属的磁化强度对场强显现出振荡关系[迪 
•哈斯-范阿耳芬 (de Haas van Alphen ) 效应]①.磁化强度的单 

调部分在这里也与金属中的全部电子有关，并且不可能在费米液 
体理论的框架内进行计算.而磁化强度的振荡部分，正象我们将 
要看见的，只由费米面附近的传导电子决定，因而可在普遍形式下 


①比较第五卷§60,在那里对理想电子气研究了这个效应, 
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进行研究 （ M . M . JT H 4> i _ u , A . M . KoceB 奶 ，1 S 55 ). 这里我们所 
感兴趣的正是这一部分. 

磁化强度对磁场的振荡关系是电子轨道运动能级量子化的结 
果.但是，受到量子化的只是与电子沿闭合轨道（在 fc 空间）运动 
所对应的状态.因此，对热力学量振荡部分的贡献只来自等能面 
封闭截面上的传导电子，该截面是垂直场方向的平面所截取的.我 
们认为，在这些截面上满足准经典性条件，即被等式 (62.8) 所定义 
的数 n 是个 大数: 


hcS /\ e \ B ^> l m (63.2) 

对于金属中典型的费米面截面的线度〜 1/ d , 因此 8 〜则条件 
(63. 2 )風然满足[比较 294 页上的注释). 

考虑自旋时,准经典能级由表达式 (62. S ) 给出，其中是 
方程( 6 2. 8) 的解， • 与每个能级对应的状态数由公式 (58.10) 给出. 

因此，决定热力势 （■» 是#、 T 和系统的体积 P 的函数）的统计 
和为 


It S t u 》 

(63. 3) 

下标$给等能面各叶编号；为了简化，以后我们略去这个下标以及 
对它的求和号.所有等能面的叶的全部不同的截面所在的区间（即 
除去周期性重复)，就是对 dt 进行积分的区间. 

首先我们从 Q 中分离出随场振荡的部分(用来表示)，借 
助于泊松公式①变换求和式 (63. 3): 


2 


^(0) + 2^C«) 


尸 Or)dar 


¥ 


① 参看第五卷§ 60. 在（ 63 .4)中求和项 F (0) 带有1/2系数是无关紧要的，因 
为在 求和式（ 63 , 3 ) 中，反正重要的只有 n 大的项， 
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(63. 4) 


+ 2Re 2 f F(x)e 2nilx dx. 

* -i J 0 

适用于 (63. 3) 的这个公式,其第一项对 O 给出非振荡的贡献；略 
去它，我们写出 


( 63 . 5 ) 

I _ 1 C/ ■ ± 1 

其中？ w 是积分的振荡部分 

lu = dn ln|l + exp " g — 玄(卜) -卜 2 “ lndA ^ (63. 6) 
并引进记号 

为了进一步的变换，我们引入函数 


n(e, h z ) 


__chS(e,k z ) 1 
2n\e\B 2 


(63.7) 


[比较 （62. 8) 式],并且从 (63.6) 中按如的积分过渡到按 de 的 
积分 •_ 


I ia ~ | ln|l+exp (63. 8) 

按心积分的积分下限是任意选择的（取为零)，因为积分反正只在 
e = 心附近才是主要的. 

I 

由于 I )是一个大的函数， （63. 8) 中被积式的指数因子便 
是 t 的快速振荡函数，这些振荡使对 dt 的积分成为无效，因此 
对积分的主要贡献来自变量 I 使函数 n ( e 9 Jc 2 ) 变化最慢（因而振 
荡也最慢）的区间.换言之，对积分的主要贡献来自《(在每个给 
定值 e 时， n 作为 t 的函数）的极值点附近的区域.令 t , ex ( e ) 是 
其中的一个点;在此点附近用鞍点法计算积分:把指数函数的指数 


写为 
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n(e, k z )^n ox (e) + d—U ， 

WexC 芒） = W(C, k z9 ex ( 芒 )）• 

而在非指数函数因子中我们取 h = h Zfex 时的值.结果得到，每个 
极值点对积分的贡献为 

!>{ i+exp ，exp 〜士 亨卜 

因为在极值点 3 w /3 t = 0, 允许用 dn ex / de 代替 3 n ( e ， AJ /3«. 在 
指数函数中指数的+号和一号对应于趴, ex 是函数 nO , U ①的极 
小值点或极大值点.写出 


d 抑 ex 

de 


exp(2jriln ex )de = 


2jtiI 


dexp(2 ； riln ex (e ))， 


并考虑到缓慢变化的函数 1 3 2 «/放| I 可以不必微商，积分项并不给 
出依赖于场的振荡关系，略去这一项,我们有 



0 ± ijr/4 roo 

~2Tt\Tl i/z ) o 


1 + exp 


exp(27riln ex )de 



• (63.9) 


这里对所有极值点求和（汲值点的意义在下面还要讨论). 

被积式分子中的因子 e X p (2； riln ex ) 是 e 的快速振荡函数.除 
掉能使分母迅速变化的 心〜 T 的区域外，这些振荡处处使按 
de 的积分成为无效.而函数在这个区域内是缓慢变化的, 
因而能够表示成如下的形式. 

和 ex (石)〜界 ex(Pa) + 於 e X C C® ^ a ) 9 

因子 iVn / awi - 1 / 2 可直接以其在处之值来代替.然后，由 


① feh^d；： 型的鞍点积分的计算是借助于下列代换进行的， 2 =«以/*,在 0 > 0 
% 


时，或在£|<0时，然后对 dw 的积分扩展成自 — OO 到 +OD 
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对 e 的积分转到对 x ^( e ~ fi a )/ T 的积分，且以一 oo 替换积分下 


限 一//,/ F (因为 film )， 我们得到① 


2 一 一2 


exp [2 ； ri^ex(Ma)± i^/4] 


2 l w \ d 2 nlU 2 z \ 


1/2 

ex> c 


Sh- 1 C2^r 2 Z7 T ^ x ( i uJ]. 


这个表达式按 < r 二士 1 求和时，处处(除指数因子外）可以把 
lia 换成仏因为按照（ 6 3. 1) 的假设在相因子(指数性的） 
中这样的替换是不允许的，这是因为〜 x ( e ) 大的函数值，其宗量 
较小的变化也要造成相位显著的变化；但是，在这里将 & X (; U 士即) 
梭 PB 幂展开到线性项已足够. 


2^ 

(T 


-— 


S exp [2 jr “ n ex (//) 士 ijr /4] 

~ wwniwwir, 


xsh -1 [2jr 2 ZYV ex (/u)]cos [2W 々 ^ ex «' ex ()u)]. 

(63.10) 

其中 L x =^( l ex ). 尚须说明此表达式内各量的意义，并需将其 
代入 (63. 5) 式. 

根据 ( S 3. 7) 式的定义，函数〜 x OO 与作为 t 函数的等能面 
S ( e 9 W 的截面积极值 A x ( e ) 有关,其值在 e = M 时是费米面极值 
截面.在图15上绘出费米面的哑铃形极值(两个极大和一个极小) 
截面，•它们垂直于箭头所指的场方向.在 (63. 10) 式对 ex 求和是 
按所有费米叶面的极值闭合截面进行的.为了简化公式的书写, 
我们引入传导电子在它沿极值闭合轨道运动时的回旋质量.根据 


①利用了积分值 

r _ f - ei * 咖 ijt 

\ - —- - - • 

J snjra 

在复平面上由实轴、直线 = 和 无穷远 的两侧线段组成围道，积分在此围道进行 
便可得出此公式(为保证收敛，在两侧线段上以《—10代替实参量《)，沿此围道的积 
分决定千极点处的留数.由此得出 /- e -*^/--2^ ie - T % 
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(57. 6) 的定义，这个质量为 


图 15 


n 2 ds ( e 9 k z ) 

2rr 外* … 




其中 SM ^ S ( e 9 hM )； 最后的等式仍然与极值点处 
h )/3 l = 0 相联系. 

结果，我们得出热力势振荡部分的最后公式 


^2S(-D^,cos 5 (^±t)^ 

ex £ -L 、 9 〜 


Q 


2 V ( m /3 B ) t/2 

7 t 7/2 ^ m ^ P /2 


A~ ln % Tm^ 


2 mj 3 B 

m ", n i/2 a 


dh 


2 

z 


lex 


sh 义 


cos 


jtl 



(63.11) 

( w 是电子的真实质量，余弦宗量的 + 号或一号对应于极小截面或 
极大截面) .® 


①自由电子气的费米面是半径为 = M 的球面 ， S •又=咐 ，而公式 

( 6 3 . 11)过渡到第」£卷 §eo 中的公式 (eo.is). 


• 329 • 



磁化强度 M (单位体积的磁矩)由微商算出① 

M= -^§. (63.12) 


这时， (63.11) 式中要微商的只是变化最快的因子一余弦.由于 
费米面的各向异性 ( m * 和与场方向有关)，一般说来， M 的方 
向与 B 的方向不相重合.我们得出纵向（沿场方向）磁化强度的 


振荡 部分： 

X CO 


lY 2mpB 



1 ~^ 2 m*l 3/2 fb 


d 2 S (^ i 9 Jc z ) 

dh 2 z 



7tl 


m 


左 ex) 


(63. 13) 

表达式 （63. 11) 和 (63. 13) 是磁场的复杂振荡函数，并且一般 
说来，这些函数包含各种周期的项 :来自 费米面的每个极值截面的 
项都有一个关于变量 1/ S 的周期，它等于 


'1 _2jt I e | 

我们注意到，这些周期都与温度无关. 


(63 - 14) 


①对 S 的微商需要进行说明，应用下面的方法能够得到公式 （63.12). 当场的 
矢势作无限小的变化时，系统的哈密顿量的变化是 

A 1 fA 

hH^MjhAdV, 

其中 i 是流密度算符[参看第三卷 （ ii 5.1) 式].用5$的平均值可以得到热力势 o 的 
变化（当 M 、 T 、 7已给时）.但是系统的量子化不是用精确的微 观场/ /(§ 62中已 

指出），而是用它的宏观乎均值 B 确定的. 就是说在 中也应该将 A 理解成乎均场 
B 的矢势.于是，变分 & A 可以从平均号下提出来，因而 

&^=(bi7>= -yj<}>bi4dF. 

现在，根椐定乂 < j _>= c r 0 t 於引入磁矩，进行分部积分，我们得到 

hQ = 
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振幅与温度的关系由因子； l / shA 来确定.当^ »1 时,振幅按 
指数衰减，实际上振荡消失.当 A 二1时,因子 A / shA 〜1,因此振幅 
的数量级由和中其余的因子来确定,下面的所有估算都属 
于这种情况. 

为了粗略的估计,我们取 

m* 〜 m ， & 〜 f Im, 8 〜 h% 

其中 h 〜1/«,是费米面的线度.于是得出 

q 〜〜 Vn ,(§^y\ M 〜 nP (§^y . (63. is) 

其中《〜妗是电子数密度.当涉及到磁化强度与场是单调关系 
的那部分（以觅标记），也可以进行估算，这只要取 

M 〜〜 np 民 (63. 16) 

% 1 fl 

其中 Z 是磁化率的“单调”部分，比如按照电子气在弱场中的 
磁化率公式(参看第五卷§ 59) 估算.相应的热力势的单调部分是 
S 〜 VMB 〜 对比所写出的表达式，表明热力势的 
振荡部分小于它的磁性单调 部分： 

0/◎〜0^/沁 1/2 《1. 

尤其小于它在无磁场时的值 Go 〜 S / Qo ^ d 3 B /^\ 相反 

地，磁化强度的振荡部分远大于其单调部分 

M/M 〜 

应该指出，所有上述磁化振荡的理论是关于理想晶体电子液 
体的，在理论中未考虑传导电子在声子和在晶格缺隙(如杂质原子） 
上的散射过程可能带来的影响.这些过程导致电子能量的不确定 
性： △£ 〜〜力〜其中 T 是两次碰撞间隔的 时间; Z 是自 由程； 

W 是电子速度).细锐能级的弥散也导致磁化振荡的平滑化.允 
许忽略散射过程的条件在于能量的不确定值小于能级间隔， 
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也就是说，必须有: 


hcoB^nvph (63,17) 

在 T ^ O 时（条件 （63. 1)) 允许有任意的小的 s 值[确切地说 
只是条件 （63. 17) 所限定之值].此时磁化强度觅，原则上可以同 
磁感应强度 B 相比较[因为〜但是，磁化率 
/ = 371//3丑①早已变大（对其槙来说）.实际上，还要指出，应该微 

商的只是振荡因子，于是得出 

|%|〜％0/ j 9 S ) 3 气 (63. 18) 

在这样情况下，磁化强度的振荡使宏观场强孖二万一 4 jrM ( B ) 
与磁感应强度 S 的关系曲线相继出现一系列的弯曲，有如图 16 所 
示 (A.B.Pippard, 1963). 但是，热力学稳定性条件要求② 



mi , - 

因此与 6 c 段曲线对应的状态是不可能的.这里出现的情况与压 
强对体积的曲线关系上出现折弯时使物质产生相变（比较第五卷 


① 为了避免不必要的繁杂，以后当定性讨论所出现的效应时，我们不考虑各向 
舁性的影响. 

② 对比第 YIII 卷§18,在那里对于电学导出类似的条件. 
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§§84,152) 有完全类似的地方.实际上， "( S ) 的平衡曲线实际上 
对应于水平的直线线段它使图上的两部分阴影面积相等；& 
段和 d 段则对应于亚稳态. 

假如金属样品是圆柱体的，它的轴与外场©同方向.这时, 
圆柱体内的磁场强度丑同$相等，并且随着总的增大，物体将经 
历一系列的相变,此时磁感应强度有阶跃式的变化:每次当达到例 
ino 点时,磁感应强度突然地由圮变到 B d ( D . 如果样品是与磁场 
垂直的平薄板，则物体将被分割为一些具有不同磁感应强度的交 
替层 (抗磁 _). 这完全类似于将中间态的超导体分为正常层和超 
导层 （ J . H . Condon , 1966). 这时，外场$等于磁感应强度对各 

层的平均例如，在区间札，薄板分成彘感应强度为 
和札两层，随着$的增加，层的体积增加，层的体积 
则相对数量减少. 


§64. 电子- 声子相互作用 

迄今为止，我们研究晶格中的传导电子,都未涉及它同晶格振 
动（即声子）的相互作用.这个相互作用表明如下的事实，晶格 
的变形改变了场，而电子在这个场中运动；场的这个变化称为形 

变势 • 

电子-声子的相互作用在半导体和金属的动力学现象中起决 
定性的作用，但是在这里，我们感兴趣的只是这个相互作用对电子 
能谱定性的影响.为了研究相互作用，最好避开与晶格的各向异 

性以及与微观非均匀性有关的复杂情况.换旬话说，我们所研究 
的介质是看作微观均匀的各向同性的液体，与此对应的，在介质 
中只能发生纵向声振动. 


①各相之间分界面的表面能假定为正. 



对于形变的一级近似，这个简化模型的形变势表成下式 

Um^T)^Mw{r-r f )p f {r f ) d V, (64. 1) 

Pi 

其中 P ' 是介质密度的变化部分（而 P 是恒定的平衡值).函数 W 
( r - r f ) 在数量级为原子间距《的长度上要减小.我们进一步简 
化 ( S 4.1) 式，注意到，同波矢为 k 《 l ! a 的声子作用时,此距离可以 
认为等于零.即取灰 = 其中扣是常数，则£/職=心 

P r (r)/p. 在量子理论二次量子化表象里，这个势作为电子-声子 
相互作用的哈密顿量可写成 

泠电声 ta(t, r)〆 (X rKt ， r)d 3 a：, (64. 2) 

其中算符 # , 是电子的，而，是描写声子场的海森伯密度 算符: 

对于自由（同电子无作用）的声子，此算符由 （24.10) 式给出. 

在格林函数的数学工具中，用于电子-声子相互作用的，除了 

电子格林函数 G 外，还有如下定义的声子格林函数 

D(X lf X z )^D(X l ~X 2 ) = -i(Tfi f (X i )p f (X 2 )}. (64. 3) 

此时，编时乘积按玻色子情形的规则 （31. 2) 来展开.对于自由声 
子，在动量表象中的格林函数是 

D<o) (co fe) - P k \ _ _i _ 1 ) — P^ % 

’ 2m + iO co-huk — iO ) co 2 — u 2 k 2 + i0 

(64.4) 

(参阅 § 31 中的 习题; 在中间的公式里取 A 二 1). 

我们把电子-声子相互作用看成微扰，可以根椐算符 (64. 2) 来 
建立图 技术. 这同§ 13中对费米子配对相互作用所做过的一样， 
不再重复全部的讨论，而叙述所得到的(在动量表象中的）作图规 
则.①图的基本元素是电子线（实线)和声子线（虚线).每一条线都 

① 电子-声子相互作用算符的表达式（ 64 . 2 )的构造类似于量子电动力学中的电 
子——光子相互作用算符的构造，因此，两种情况的圉技术规则也相似， 
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用一定的 “4 -动量”来描述. 4-动量为 P 的电子线对应于因子 
iG ^ = ~ i 6 a , G ^( P ), 即自由电子格林函数. 4-动量为足的声子 
线对应于因子 iD ^( K ) f 即自由声子格林函数.图的每个顶点会 

聚两条实线和一条虚线;每个顶点还有一个附加因子 一&/ P . 

例如，电子格林函数的第一修正用下图描绘① 

~ (64.5) 



P-K 

其对应的解析式为 


ibG(P) = 


w 2 


IG^(P)T [g^{P~K)D^{K) 

m 


d*K 

(2^ y } 


声子格林函数的第一修正用下图描述 


(64* 6) 


T - (64. 7) 

p-ic 

其解析式则为 

ibD ( K ) = 2^ lD ^ ( iT )] 2 (64. 8) 

P J ( 2 jt) 

(系数 2 产生于自旋因子的缩 并:九 A « = 2; 与存在一个闭合费米 
子圈相应也要计及因子一1，比较§ 13). 

我们来证明，金属中电子-声子的相互作用在费米面附近将导 
致电子间“有效引力”的出现.这可以直观地描绘成一个电子放出 


①由于 Z ) ⑷ (0)=0 而不存在自封闭电子线的图[类似图 （13.13 a )]. 这里意味 
着，在《~>0之前即已过渡到极限这反映如下的 事实： 在哈密顿量的定义 
( 64 . 2 )中，已经包含坐标空间内对的积分（此时刚好表示过渡到 0), 闲此，这 
个积分在对时间积分之前便完成了.在哈密顿量中应用微扰论时便出现这个对时间 
的积分. 
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虚声子而被另一个电子所吸收 （ J. Bardeen , 1950; H . Frohlich , 
1950). 

我们研究两个电子交换虚声子而实现散射 的图： 

V 

，64.9) 

八 

Pz^P z -K Pz 


4 -动量 O — ju ,/>), Ti ： = («, fc ), M 是 T 7 = 0 时电子的化学势，它 
等于界面能量与此图对应的顶点函数为 


或 


r ydta ,=rd ay 8 ^ ir^~^y w< q hk). 



w 2 k 2 

p (6> 2 —W + iO ) 


(64. 10) 


此时 %co = e \ — ei ， hk = p{ — pi. 

■ 

按数量级，费米面附近电子的动量 p 〜仏〜声子动量 m 
〜氕 la 对应于电子的散射角〜1,因而声子的能量 % uk 〜% u ! a 〜 
na > D ， 其中 o 。 是德拜频率(对于金属 fko D 《 e F ). 另一方面，电子不 
能给出比 e 还大的能量.因此，如果对于两个長子都有 k 一 

以|《叫，则显然有 

F ^ W Z / yOM 2 >0. (64. 11) 

考虑到厂的意义是散射幅 (§16), 我们见到，它的正号对应于粒子 
间有引力.要强调指出，这个结果只适于费米面附近动量空间薄 
层(其宽度按能 fl 来说〜内的电子.在金属超导理论中确定 
切断参数的大小时在§ 43中已径列用过这个愦 51®. 


①当谈到常数出时，为 r 袓硌沾 u •金 m 的 a 可以指出，电子能棗的变化应该 

达到它本身的 效处级 （〜 o ), T 是密度的变化 P •〜 P . 因此 w 〜 s r 、 
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§65. 电芋-声子相互作用对金属中电子能谱的影 s 向 

现在我们研究电子-声子相互作用对金属中电子能谱影响的 


问题 ®. 


在§ 14中已证明，对费米型能谱色散律4/0的修正（与自由 


费米系对比），由下列差式决定 


(P) — p) ~ S(0, p) 9 


(65.1) 


其中 — 是自能函数.在这种情况下所说的是与声子 
相互作用引起的修正，而各个粒子（电子）“直接”作用是谱的“非微 
扰”部分.根据 (64. 6) 式，有② 


Z ( 尸 ）= —W 1 = [G (0> ] 


v 


P 


G^>(P-K)D^(K) 


d 4 K 


(2jt) 


(65.2) 


但是现在应该把理解为电子间彼此相互作用的格林函数.在 
其极点附近这个函数为 

G (0) (e — fi 9 p) = Z[e-~ (p — ff) +i0^ sign(e — 

(65.3) 

[参阅 (10. 2) 式]; Vp 的上标 (0) 表明这个量还没计及电子-声子相 
互作用的影响. 

现在,我们的目的是估算量值 (65.1), 即积分 
be = j^<°> (e — ii-<o，p —fc) —G (G )(—<i?,p—k) 


/) (0 > (co,k) 


d 4 X 


(2ji) 


(65.4) 


由下面的计算可以看到，对这个积分起主导作用的是来自动 


① 这一节所叙述的结果属于 A * B _> lHrAaji 的工作 （1958). 

② 在中间的公式中取 ft = l . 




M P—k 和能量 卜 CO 靠近费米面附近的区域 （ P 和 e 的本身也是 

这样），即 Pn 0)«M. 根据这个原因，对于函数 G (tl) 可以使用 
(65. 3) 式 . 

在 fc 空间内，沿方向取极轴的球坐标系中，我们有 d 4 K = 
2jtk 2 dkdcodcos9 ? 其中沒是 fc 和 p 的夹角 . 引进变量 h = IP — 丘 I 
替代 cos0; 注意到 W = ： p 2 +F—2yA:cos0 , 我们有 

d 4 K = 2jrA 2 dA:da>^ 1 dj9 1 /pk ^2jzlcdkdcod / p l 

(取 Pi^P^Pf). 

在 ( 6 5_ 4 ) 的被积式中只是大括号的因子才与 A 有关系,大括 
号等于 


{...} = — (e —ju)Z[e —/u—£»—+i0.sign(€ — 
fi-~co)y l x [—ty — y <P> ( ?1 _signer] _1 . 

由于对 d( ?I — 以）的积分迅速收敛，可以把积分扩展到士 oo; 弓 | 入 
变量 V = vr(p 1 ~pF ), 我们得到积分 



(e~ fi)Z 


vr 


X 


r _ d /?_ 

J ~^\_V — C e — " — °^) — iO • sign(fi — // — a?)] [7/ +a> + iO • signal]. 

如果被积式中的两个极点处在实轴的同一侧，那么积分等干 
零 ( 使积分围道在另一半面上封闭，就会相信这一点 ). 因此，仅当 
e~^>^>0 或者 s~fi<co<0 时积分才不等零,在第一种情况积 
分值为 一 2MZA4% 第二种情况为〜以 / 心 ' 再考虑 («,fe) 
对变量《是偶函数，于是得到 


6 e 


Zw 2 


Sjt 2 puv 


( 0 ) 

F 


M 

* ; f — > 1 

1 1 


0 

co — nk + \0 co-\-uIc — iO 


k 2 dcodk. 


(65.5) 

表达式的实部和虚部分别对应于准粒子（传导电子）谱的修正 
和准粒子的袞减 . 首先研究衰减 . 
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按照规则 (心 11) 从 (65. 5) 中分离出虚部,我们得到 


Imbe 


Zw 2 


8 jrpwv 


(0〕 


k 2 dk 


(65.6) 


对免 的积分是从0到 Ie — I /«的区域内进行的 ， （65. 5) 式的被积 
式的极点 o > = nk 位于这个区域的0到 k 一 # | 的间隔内.因此(在 
通常的单位制中） 


ImSe 


Zw 2 1 g 一 // I s 
24 ?r 方 3 pwVJ ?〉 


(65. 7) 


对这个量进行粗略估计，我们发现，参量〃#和0；起源于电 
子，因此在数量级上只通过原子间距 a 和电子质量 m 就可 表达: 
v 、》、 〜 V“ 饥〜九 I 隱， w 〜 e F 〜 h 2 jma 2 (参阅366的注解）.密度 p 和 
声速《还与离子的质量射有关，并且 pooM.uooM- 1 ^, 因而 p « 4 
^1/M . 所以对衰减的估计可写成下式 




—Im&e 〜 | e —"丨 z {%co D ')~ z f 


(65.8) 


其中德拜频率 < o D 〜 ujacoM -'’ 2 . 

严格说来， (65. 8) 式的估计与相关，这时 
(65.6)式的积分按^<|6 — //|/^|《0^/«范围进行.这里利用我 
们用过的声子色散律 Q = h 是有效的，但是，对于数量级的粗略 
估计甚至在 e — fi 〜 hco D 的区域边界处也可以使用 （65. 8) 式，在这 
里估算给出 


— lmbe ^ ft ( o D ^ | e —ji | . (65. 9) 

最后，当 e — 时， （65. 6) 式的积分域与 fl — //无关，因 
为极点 co ^ uh ^ CDo 总是位于0到 e — IX 的间隔中.在这种情况下 

pr 2 d & 〜 （ cu / j / tt ) 8 , 衰减为 

— — ju . (65.10) 

表达式 (65. 8— 10) 确定一种与电子辐射声子有关的特有的衰 
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减®. 我们看到，当— 时，在十分靠近费米面处，稂搪 

(65.8)式，衰减不大（|11110 — //)丨《|£-"|)，致使传导电子这一 
准粒子槪念有完全确切的意义.而在 e - p 〜% co D 区域，准粒子的 
衰减便可与其本身的能量相比拟，谱要弥散而且在很大程度上谱 
将失去意义.但是，在离费米面有更大的距离时， 在 e - fi 》 fi ( D D 
时(当然仍有 e — 根据 (65. 10) 式,衰减保持同样的绝对值， 
又变得比能量 e — #小，因此准粒子又获得确定的意义.当然， 
除由传导电子产生的声子衰减外也总有电子与电子的碰撞而产生 


的衰减.这个衰减是一切正常费米液体所特有的 (§ 1), 它正比于 

其数量级为 ( e - M ) ViU , 就是说在理论应用的范围内 

总是小的. 

现在我们估算对4即对能谱本身）的实部的修正. 

在 (65. 5) 式中对 do 积分的实部给出它的主值 


Re 


U — I 


k)dco = ^-P 


2u 

ph 

2 u 


u —m 


co—uh <o-\-uh 


dco 


In 


e — fi — uh 
€— / Lt-^uk 


m 


因此,对于 ReSfi 我们有(通常单位) 


Re 5 f 


Zw 2 


8 jz 2 puv ^ 


( 0 ) 


\h 2 \n 


e — fn—huk 
€ — jU + %ulc 


dk . (65. 11) 


在 e — fi 》 fko D 时，被积表达式中的对数〜— ^),因此 
整个积分估算为 紐 LxL(s — 卩)〜尨社 / (e — ju )• 还注意到，由于 
在 (65. 11) 式的分母中存在因子 P , 整个表达式〜 1/ M ， 得出估算 

Rebeoo (fico D ) 2 / (e — fi) ~ ft. 

于是，在这种惜况下对谱的修正相当小，因此在费米面上以“无微 


①在准粒子产生低颉声子时，能量守恒由等式从来表达; 
它只在 v > U 时才成立.在金属里，因为此条件总能得到满足. 
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扰”速度值给出谱的表迖式： 

e — fiwT (p — f F ) ，当 e ~ fi 》 Hco D . (65.12) 

在 e — fi 《 fko D 的区域， (65. 11) 式中的对数〜 （e — aO /^^， 而 
积分的估算为 （e — 加〜结果，整个表达式 
(65.11) 与 e ~~ fi 成正比， 其系数与离子质量 M 无关（因乘积 

与 M 无关).这就是说，这个区域的谱的类型 还是： 

e — 〜 — 心） ，当 e — ju 《方 (65.13) 

但速度以与的差别在数量级上同速度本身同大①. 

因此，金属电子的费米型能谱用两个不同的速度值以和 
来表征 ，一 个用在费米面的极邻近处 0 — 而另一个用在 

c — 时.低温金属的热力学性质由 （65.13) 式中 
的参量〜来表征.正如频率时的金属光学性质一类的现 
象由速度 vV Q) 来确定一样. 


习 題 

确定金属中由电子吸收所致的长陂 ( X < h ) 声子的衰戚. 

解.根据 (64.8) 式，对声子格林函数的修正由积分 

i6D~ I (K)= -^jG<°>(P) G<°> (?-K) 

户 =( 户 0， P)，K = ( ⑴， 

给出.但是，在 G 函数中还必须考虑与电子-短波声子相互作用有关的修正. 
根据正文所述，这些修正只不过归之为用函数 G 替换(?<°>，不同于〔65. 3) 的只 
是将速度换成〜，以及将重整化常数％换成另一个对于小仄时的乘 
积 G < fl ) ( PK ? ⑴ CP — K ) 可以利用公式 （17. 10) .对办⑽的积分归结为消除6 

函数，此后还留下对 dcos 0(6> 是 p 和 fc 的夹角）的积分 

(co 9 k) = _ ^ ，Zu)2 ^ I 1 _ _cos^dcos^ 

2jt 2 p 2 J _ x co—v F hGosO-\-iO 


①当然，在这些条件下运用微拢论的一级近似，严格地说并不正确.但是，考虑 

进一步的近似并不改变尻得结果的 性质： 当第一级修正达到】的程度知，其余的修正 
也是这个程度. 
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(取 以>0). 极点 cos (9 = oVh ^ 位于积分区域内（因〜 >«) ，而积分的虚部为 




Z f 2 w 2 p 2 F o 
2jrp z v%k 9 


声子色散律由方程+ ^0的根来定义，由此得到（在通常单位 

制中） 

;、 Z fl w 2 pl 
co^uk(l~ia) f a^ " 2 . 

Anwpuvg 

(我们对实部 O 的修正不感兴趣).乘积〜 n /瓦， 因此粗略估计时《〜 
\ ZmlM , 即衰减总是小的. 


因此粗略估计时 


§66. 固体电介质的电子谱 

非磁性电介质晶体的电子能谱的特性 在于： 第一激发能级距 
基态能级有一有限的距离;换句话说，基态能级和激发能级之间存 
在能隙（对于一般电介质其数量级是几个电子伏). 

电介质晶体中的元激发可以直观地描述成原子的激发态，但 
是这个激发态不是属于任何确定的原子的.晶格的乎移对称性总 
要导致“集体”激发，这个集体激发在晶体内有如从一个原子跳往 
另一个原子的样子进行传播.与其它情况一样，这些激发可以认 
为是有确定能量和准动量的准粒子(此时称为激 子). 象所有准粒 
子一样，这些激子是一个一个出现的，激子具有整数角动量，因而 
遵守玻色统计 A 

在准动量 fc —定时，激子的能量可以取遍一系列不同的离散 
值 e s ( k ). 当准动量在一个倒格胞中取值时，每个函数 e s ( k ) 要在 
激子的某个能带中取值；不同的能带可以部分地交叠.每个函数 
匕 ( fc ) 的最小值都不等于零. 

除激子以外，电介质中还存在其它类型的电子激发.它们可以 
认为来自单个原子的电离结果.每次这样的电离在电介质中都要 

①关于激子的概念是凡 II * 少 peHKejo >(1931) 首先引进的. 
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导致两个独立传播的准粒子，即传导电子和“空六”的出现.空六 
就是在原子中缺少一个电子,因此它的行为有如带正电的粒子.这 
里讲到电子和空穴的运动，实际上我们指的是电介质电子的某种 
集体的激发态，与激子态相反,这些激发态伴有负的或正的元电荷 
的迁移. 

电子和空穴具有半整数自旋，因而遵守费米统计.但是，我们 
强调指出，电介质的电子-空穴谱绝没有金属费米型电子谱的特 
征.此特征在于:在 fc 空间存在边界费米面，电子的准动量就位于 
边界费米面的附近.在所考虑的情况下根本不存在任何类似的平 
面，因此同时出现的电子和空六可以有任意的准动量. 

仔细研究元激发的衰减，就可理解两种谱型之间更深刻的区 
别.在费米液体中任何处在费米面外的准粒子都能产生一对新的 
激发(粒子和空穴)，因此也都具备有限的寿命.当其离开费米面 
时，这寿命很快地减小(此外，金属中的电子还可辐射声子，参阅 
§ 65). 在7 = 0时,理想晶格的电介质中，单个电子(或空六）的衰 
减在能量最小值上方的有限间隔内严格等于零①.事实上，在任何 
情况下的电子-空穴对的形成都需要有限的能量消耗(因为存在能 
隙△，参阅下面内容).准粒子只有在它的速度 w 不小于声速《时才 
可能辐射(声子声学辐射）（参阅340页上的注释). 

传导电子和空穴的可能能量和 e ⑼ ( k ) 也占据能带. 
在电介质中电子和空穴的能量最小可能值之和 + 通 
常称之为能隙宽度.因为电子和空穴同时出现和消失，那末,不是 
单个的和值，而是这个和才具有实际意义；通常约定 

= 无论准动量 fe - feo 是相同或是不同，电子和空六的能量 
都可以达到最小值;准动量相同的情况称为直接能隙，而不同的情 

①当然,在有限温度时，总有因在其它准粒子上散射而引起的衰减. 
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况称为间接能隙.如果带中的能级不简并（或者作为时间反演对 
称的结果，对自旋只有二重简并)，那末函数在其极小值附近的形 
式是 

« <8) ( fe ) = A + 

( 66 . 1 ) 

e ih) (h)=Y m ^~ lqiq ^ 

其中 fc 。， 而和是电子和空六的有效质量 张量. 

在文献中电子能带常常简称之为 导带， 而代替空穴带的称之 
为份带，在晶体的基态，价带完全被电子填满.这时，产生电子和 
空六这一对准粒子可以认为电子从价带跃迁到导带的结果，而在 
放弃的位置留下空穴. 

在较大（同原子相比）的距离上，电子和空六按库仑定律相 
互吸引.因此它们能够形成束缚态.被束缚的电子和空穴的总体是 
电中性准粒子，即激子.在给定准动量时，电子+空六系统的离散 
能级对应于束缚态.每条能级对应于激子的一个能带.这样一来， 
激子能量便位于电子-空穴激发能的下面（因此，在本节初指出的 
能隙的含义与量△不相一致，而是小于锗，这个差等于激子的最大 
束缚能)①， 

在弱束缚态这一极限情况下，电子和空穴之间的平均距离远 
大于晶格常数《时，激子的能级便容易算得;这样的激子称为万尼 
尔 -莫特 ( Wannier - Mott ) 激子. 在相反的极限情况，电子和空穴 
之间的距离为原子的数量级时，称为弗 仑克尔 ( Frenkel ) 激子； 当 
然，弗仑克尔激子只在形式上看成是电子和空穴的束缚态. 

我们研究立方对称的电介质晶体.对于万尼尔-莫特激子，可 

① m 是因为 电子和空穴能够复合 而放出声子和光子，激子状 态的寿命是有 
限的. 
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以认为电子和空穴是按库仑定律相互吸引的，而晶氺中其余原子 
的作用只归结为均勻电介质背景，它使相互作用减小到，这里 
£是晶体的介电系数（对应于激子束缚能数量级的频率值）；换 
言之，电子与空穴的相互作用能写成 a 二 - eysr 的形式.在能谱 
中设能隙是直接的，并且为了简单起见我们认为电子和空穴能量 
的最小值在 fc = 0 处.在立方晶体中有效质量张量归结为标量常 
数 m e 和 m ， 因此 


e ⑻ (k)=A + p ^， 

2m^ 


(fe) - p~ 

2m h 


( 66 . 2 ) 


在 § 56 末已经指出，当晶格处于在空间缓慢变化的外电场时, 
便以带有哈密顿量的薛定谔方程来描述粒子在晶格内的运动，其 
中函数 e ( k ) 起着动能的作用.因为在这种情况下函数 e ⑻ ( k ) 
— A 和 Wfc ) 在形式上同通常的自由粒子的动能一致,于是我们 
所研究的系统的薛定谔方程在形式上便与按库仑相互作用的普通 
双粒子系统的薛定谔方程一致，即与氦原子问题的薛定谔方程一 
致.因此，我们可以立刻写出系统的能级，即如下形式的激子能量 


㈣-^ 


me 4 

2?hV 


(66.3) 


( G - H - Wannier , 1937). 这个表达式的第一项是激子以准动量 
作为“整体”运动的能量，第二项是激子中电子和空穴的结合能 [m 
=»^^/(队+呵)是系统的折合质量]当 fc 已给时 ，随 着能量向连 
续谱边界增大的同时，系统离散谱的能级便稠密起来.公式 (66. 3) 
的适用条件是“轨道半径”值要充分大，即 r 9X 〜….这 
个条件对于大》显然满足.但是在大 e 的晶体中对于《〜1,此条 
件也满足®. 


①值得注意的是，能带上边缘（极大值)附近有效质量是负的，能够形成两个电 
子(或两个空穴）的束缚态.这驻态的能量位于禁戒区域内高于双电子总能量极大值 
的地方. 
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在本节最后，我们再谈谈§ 61中关干传导电子的数密度在半 
金属中存在下限的论断. 

电介质中，在 T = 0 时不存在电子和空穴，它们可能形成束缚 
态，这意味着只能出现能谱的新分支.在补偿金属中这种可能性 
意 味着： 具有自由电子和自由空穴的态不是最低的态，即金属型 
能谱是不稳定的.在电子和空穴之间存在别的准粒子而屏蔽库仑 
相互作用，这就消除了形成束缚态的可能性.换句话说，准粒子 
间的平均距离必须与激子的线度 r ex 同数量级或者更小（在其基 
态).我们注意到，对于金属，由这个要求所建立的电子和空穴数 
密度的允许下限，随它们的有效质量之减小而下降. 

§67,半导体中的电子和空穴 

纯净(或称 本征) 的半导体晶体的能谱与电介质能谱的区别仅 
在于量的方面，即前者能隙值 △ 较小,因此在通常温度下，半导体中 
存在相当大的（与电介质相比）载流子密度.显然，这个差别是有 
条件的，并且也与我们所感兴趣的温度区域有关①.在杂质（或合 
金） 半导体中杂质原子是电子或空穴的补充源，对于给晶格提供 
电子 （施主 杂质)或从晶格接受电子（受主杂质）的杂质原子，其能 
隙比基本谱的能隙小. 

我们要详细讨论半导体(或电介质）中能隙大小 △ 与传导电子 
密度以及与空穴密度间的关系. 

电子 ( e ) 和空穴 0) 成对地产生和消失，从热力学观点看，可以 
当作“化学反应 ” e + 晶体的基态起“真空”作用).按普遍规 

则（参阅第五卷§ 101) 这个反应的热力学平衡条件可写成下式 

①我们写出某些半导体的能隙值 △: Si—1. 17eV,Ge—0.74eV, InSb-0.24 
eV ， GeAs — 1. 52 eV，PbS — 0 . 29 eV. 对于典型电介质金刚石 A = 5 , 4 eV. 
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' /^ + "*二0 (67. 1) 

其中 A 和〜是电子和空穴的化学势.鉴于半导体中（在 T«A 时） 
的电子密度(〜)和空六密度(化)都不算大，它们的费米分布可相当 
精确地归结为玻尔兹曼分布，因此电子和空穴形成经典气体①.那 
么用通常的方式（见第五卷§ 101) 根据条件 (67.1) 便得到质量作 

用定律,据此定律，平衡密度之积 

n e n h ^ K { T ) (67.2) 

式中的右方是只与基本晶格性质有关的温度函数_在此晶格的原 
子上产生与消灭电子和空六；这个函数与是否有杂质无关.我们 
计算函数 iTCT), 为了明确起见.电子和空穴的能量采用准动量 


平方的函数 （66.1). 


单位体积内的电子按准动量的分布由玻尔兹曼分布给出 


expi 




T 


(2jt) 


(因子 2 是考虑到自旋的两个取向).实行代换 


d z k 


(2jz) 




e 


A de 


ef 


便过渡到按能量的分布，其中叫=(叫《1 2 »1 3 ) 1/3 , «i 3 是有 

效质量张量 m3 的主值.于是，单位体积的总电子数是 






, 3/2 


*e 




e^ /r 


J A 


de 


(鉴于快速收敛，积分可扩展到无穷大).计算积分，得出 

n e =2^^^y /2 e<^' A > /r . (67.3) 


类似地,得到 


①在常温下，半导体中电子和空穴的密度 10 U —10〃 c nr 3 , 而在金属中它们的 
密度为 10 22 — l 0 23 cm"S 
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^ —Oi \ 

nA ~ 2, 2 rf ； 


3/2 


/T 




(67. 4) 


最后，把两个式子相乘且考虑到 （67.1) 式,获得所求的结果 

n n ( m e^h) 9/2 y3g-A/r 

ne1lh — 2 n ^ • 

在本征半导体中，全部电子和空六都成对 出现： 


n e = n h 


(m^n h ) z/A 

s/T jt 8/2 尨 3 


T 


/2*- A/2T 


_ 


取 （67.6) 和 (67. 3) 相等,求得电子的化学势①. 


A ? 3 T , 

^^ T + T 1 


m h 




(67. 5) 


(67.6) 


(67. 7) 


至于讲到电子和空穴对半导体热力学量的贡献，在时 
它指数地减小.考虑到产生一个电子-空穴对,需要接近 A 的能量， 
电子-空穴给内能的贡献为 E eh 岛 VnA , 这里〜取自 （67. 6) 式.这 

个量与晶格对晶体能量的贲献相比常可忽略不计. 


§68. 简并点附近的电子谱 

在这一节我们用简单的例子证明，如何从对称的考虑出发求 
出半导体(或电介质）中电子和空六在空间（倒格子)某些特定点 
附近能谱的类型；这些特定点是按其对称性选出来的 

我们研究的晶格属于立方晶类因而对 fc = o 点（即倒格子 
立方晶胞的顶点)附近的能谱感兴趣，这个点具有完全点群％的 
固有对称性. 

作为第一个例子,我们研究不计电子自旋的能谱，并假定能带 
中的能级恰好在 fe -0 点上是二重简并的，并属于群0,的不可约 

① 在文献中这个量常常称为费米能级.但是，我们着重指出，半导体中电子的 
化学势绝不具有在金属中才存在的界限能的含义. 

② 不考虑电子的自旋时，这个问题在形式上与晶体中声子能谦的问题相同，参 
阅第五卷§ 136. 
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表示唇①.离幵 fc =0 点简并便消除;问题是寻求这一点附近的色 
散律 e ( fc ) 的全部分支. 

在§ 59中说明过，在 fc 空间怎样才能把对某个 fe-feo 点的偏 
离当成微扰.微扰算符的具体形式在这里对于我们是无关紧要的. 
只要知道每一级 / J 、 量 <a = fc — fc 0 (在本情况下 k 0 = o , 因之 gsfc ) 
对能最修正式的结构就够了.第一级修正项由 fci 型算符的矩 
阵元(对应于同一简并能级各状态之间的跃迁)所构成的久期方程 
来确定，其中&是某个矢量算符.在本情况下，由于在对称群内 
存在反射中心，算符9所。有的矩阵元显然为零，因此不存在 fe 的 
一级效应（对比第五卷§ 136), 对能量按 fc 的二级修正由下列算 
符的矩阵元所组成的久期方程来确定 

分 Uih (68.1) 

这里是某个厄米算符的张量（对 f , A 下标对称)；其中包 
含哈密顿量在微扰论二级近似中的 fc 的线性修正项，也包含一级 
近似中的 fc 的二次修正项.在算符 (68. 1) 的矩阵元中显然有不为 
零的.但是，由于对称性的要求,矩阵元之间有一定的关系. 

在对称操作时，就其变换规律来说，作为表示為基底的波函 
数可以选取 

i}i^x 2 +<oy 2 -\-<a 2 z z f 妒 2 〜怎 2 十公 2 〆 十公名 

的形式，其中 

a> = e 2a/3 , co z —co*, 1 + <o + o> 2 = 0, 

在这里符号〜代表“变换如”的意思.绕立方空间对角线的转动 Q ， 
使坐标按照 y 变换;此时，函数仏，02进行如下变换 

Cs ： 垆1—冰，垆 2— 妒2， 

绕立方体棱的转动 CUx ， y , Z ~> x ，一 Z , y 的变换）函数按照 


①点群表示的 E 号见第三卷 §§95.99. 



Ci ： 垆 2—A 

变换，等等.在坐标反射时 , a y ， z 改变符号，而函数^不 

变. 

由此容易得出，非对角分量的所有矩阵元都为零，而对角 
分量的矩阵元归结为两个独立的实 常数： 

<1 1 V xx | l > = <2| v XJ |2> =〈l | v ⑽ |1>= …三丄 

〈1 [ Vxr 12〉=〈2 | 1 1 〉三 5，〈1 j 1 2〉= o?B. (1 1 Vzz 12^ = 

o > 2 B , 现在算符 (68. 1) 的矩阵元为 

<1|F|1> = <2|F|2> = ^ 2 , 

(l\V\2>^(2\V\iy* = B(kl+cokl + co 2 kl). 

用这些矩阵元构成久期方程并求解，我们得到能谱的两个 分支： 

— e (0) = W 2 士 5[ A 4 —3( WA:J + A : 況 +* 泥); T /2 . 

( 68 . 2 ) 

除立方体对角线 = W 外，在一切方向上离开 fc = 0 点，都 
可使简并消除①. 

作为另一个例子,我们研究具有电子自旋的能谱;此时对称群 
的双值(旋量）表示与能级相对应.假设在 fc =0 点，与群 o A 的不 
可约表示 zn (或 Di ) ②相对应，能级是四重简并的. 

这样表示的基函数可以选择如角动量 j = 3/2 的本征函数 
二一 y , …， 力 一 样变换的函数 ® .这件事情，允许我们运用下述 

① 对于表示瓦》(在& = 0点）也可得到与 <68.2) 相同的结果.在该点附近色散 
律对于如下一些不同的表示总是相同的，这些表示的区别只在于乘上任意的一维群表 
示（在该情况下丑《=-私 X 山 《). 显然，在这些情况下在不同的基函数之间的跃迁矩阵 
元以同样的关系相互联系. 

② 对于金刚石、硅和锗的空六能带底就有这种情况，这些物质有同一类型的 
a 免格. 

③ 在第三卷§99的习题中已证明全旋转群的不可约表示对群0仍保持 
为不可约的，并与其表示苁 一 致. 
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方法而使问题的求解大大简化 ( J . M . Luttinger , 1956). 

对于四维表示，算符 (68.1) 的矩阵是 4 x 4 秩的,有16个元素. 
所有这样的矩阵都可表为16个已知的线性无关的 4 x 4 矩阵的线 
性组合.作为这样的矩阵，我们选 

{jx^ 3v) Jxf \Jxf Jf _ Jz} +9 

并且循环置换指标 A A 〜这有 15 个矩阵,再一个矩阵为{厶,{厶, 
5 J +} + ( 记号 {•••}+ 表示反对易）.这里 iz 是角动量 i = 3 /2 
的笛卡儿分量对四个函数所取的矩阵.另一方面，这样选择 
基函数时必须认为算符厶，炙，又在转动和反射时作为轴矢量的分 
量进行变换.这个事实允许将算符 t 写成 I , h 的二次型，它 
由对于群久所有变换都是不变的表达式 构成： 

+ 沒 3 d 无 y Ox， + + H 0 犮， Jr} + )， 

(68. 3) 

其中見 ，馬,仏是实常数. 

现在,算符 (6 S . 3) 对于函数 

妒1〜峨， 〜妒」 ? n ， H z 」ht 
的矩阵元,根据熟知的角动量矩阵元[由第三卷公式 (29. 7— 10) 给 
出]容易算出.这样的计算得出下面的表达式 


Vn~V 4A = {p x -f- 3 沒 2 ) + + 9p 2 )^l 

V 2 z ^ V zz =( P l +7 fi 2 ) (kl + P f ) + (/3, + 


Vs 


\/ 3 




(68. 4) 


F I8 ^F 24 =2v / y A ( 和—的 

^ 14 = ^23 ~ Q * 


注意到能级显然不会完全分裂——还必须保留二重(克拉摩斯型) 
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简并，久期方程的构成就可以得到简化。就是说,久期方程的每个 
根 Aee ( fc ) — e (0) (矩阵 f 的本征值)将是重根.换句话说，每个 
本征值 A 将有两个线性无关的一组量 < p n (« = l ,2,3,4) 与之对应， 
它们是方程 


y ^ y n m < Pm=^n (68.5) 

n 


的解.于是叠加这两组量，我们可以给量％附加一个补充条件, 
特别是使一个量为零,如取炉4 = 0,则« = 4的方程 (68. 5) 给出 


^ 41^1 +^ 42 ^ 2 +^ 43^3 = 0 . 

由此把外值代人《=1, 2的方程中，获得只有两个未知奶和％ 
的两个齐次方程的方 程组： 


/ Fm - f 41 f 13 / f 43 R 2 ™ f 42 f 13 / f 43 y% 、n 

\Vu~V 4 i V 2 Z IV AZ P 22 -F 42 r 23 /F 43 AgJ 
(n = 3 的方程并无新意).于是 4 x 4 矩阵的本征值问题归结为2 x 
2矩阵的问题.为它构成久期方程并解之值取自 （68. 4) 式], 
得到 

1 「1 A " jl /2 

a 二 士 ±( v n ~ v 22 y + | f 12 | 2 + | f 13 | 2 , 

■ , 

最后得到 

G , 2 ( fc ) — 40 ) = W 2 士[财 4 + C ( 左況+ 左冗 +无泥)] 1/2 , (68. 6) 

其中 


A = ^x + 5^29 B — 16^2> 3 (-—^3 — 16 ^ 2 )• 


( G , Dresselhaus , A . E . Kip 和 C . Kittel ，1955) • 在各个方向上 
离开 fc = o 点，能级都发生分裂①. 


①我:门指出，将微扰论应用于只有一个简并能级的状态时，应假定分裂的间隔 
奴 / O _ fi ( o ) 小于到相邻能带的距离，其中也包括自旋-轨道相互作用而产生的分裂. 
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我们简述~ "下 在磁壤中在能推简并的底部附近描述粒子4子力 
的方程具有何种形式的问题.为了明确起见，我们将考虑本节研 
究的第二种情况——能谱 (68. 6). 

直接利用按照一般规则 (56. 7) 由 （68. 6) 式所构成的哈密顿 

量，就要碰到与 = 0 点附近能谱的非解析性困难.0果不在( 68 . 6 ) 

式而在矩阵型的哈密顿量 （68. 3) 内进行代换 cfc —& = K — eJ / Ac ， 

* 

(为了保持其厄米性，此时应该对 fc 的分量进行对称化)，这些困 
难是可以避免的.然后，哈密顿量的每个矩阵元变成线性微分 
算符，它不仅作用在自旋指标上，也作用在方程 (68. 5) 中函数 
cPn ( K ) 的宗量上，于是，这些方程变为四个线性微分方程的方 
程组. 

存在磁场时，为了计及自旋效应，必须给哈密顿量 （ G 8. 3) 增加 
一些直接与 H 有关的项,这些项不是由规范不变性的考虑中确定 
的.因为把场认为是弱场，附加项必须是 H 的线 性项; 这时由于 
假设 fc 小，这些项不应与 fc 有关（对比§ 59). 在此情况下，这些 
项对于晶体的一切对称变换是不变的，其普遍形式是 

j + p,(Hjl + H y jl + Hjl ). (68. 7) 

在 本节结束时，我们提出一个有意思的 情况： 设在简并点 fc 0 
相切的两个带中的一个是导带，另一个是价带.这样一种谱型中 
的能隙等于零；为了产生动量接近于 fc 。 的电子和空穴，任意小的 
能量已足够.在一定意义上，这样的晶体是介于电介质和金属之 
间的过渡性物质.能隙虽然不存在，但是电子和空穴的状态只在 
fc 空间的一个点上才没被分开.可以说，这种金属，其费米而被 
“收缩”成一个点 T = 0 时,在这种 无能隙半导体 ①内不存在载 


①锡的晶态之一——灰锡就是例子_ 



流子，但是在低温时载流子数按幂的规律而不是按指数规律增长. 
在 fco 点附近不可能单从对称性的考虑来建立能谱的形式；电子和 
空穴的库仑相互作用使得这一点上的微扰矩阵元出现奇异性 


①这个问题的详细研究请参阅： A , A * A 6 pHKoCoB ， C * 凡 BesecjiaBCKHH , HC 9 TO 
59,1280(1970). 
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第七章磁 性 

§69. 铁磁体中的磁矩运动方程 

晶体的磁性结构使其能谱出现特殊的分支，在研究这些能谱 
时,我们首先回忆磁性物质中相互作用的一些特性. 

导致铁磁体自发磁化的是原子的相互作用，其基本形式是原 
子的交换作用.这种相互作用的特点在于它与磁化对晶格的取向 
无关:在考虑到系统波函数的对称性时，交换相互作用是电子静电 
相互作用的结果，并与总自旋①的方向无关. 

最简单的铁磁系统是晶格中的原子具有磁矩的电介质，并且 
磁矩在平行时恰好在能量上是有利的，以此来确定交换相互作用 
的符号（“铁磁化”），这时，系统基态是所有的自旋平行的状态.确 
切地说，处于基态时系统的总自旋在某一方向的投影等干最大的 
可能:值2心（对所有原子求和），其中札是一个原子的自旋.事 
实上，交换作用的哈密顿量沒与系统的总自旋算符>§可对易， 
也就是与投影算符糸可对易（因为冷触与各个自旋的方向无关， 
而算符 々是 自旋空间中的转动算符）.因此基态应有确定的久 
值，而能量的最小值对应于氏的最大值.我们指出，这时每个原 
子自旋的投影反等干其最大值 A ， 因此基态的磁矩等于自身的 
“额面”值2心,其中心是一个原子的磁矩.但是,这个性质被更 
弱的、相对论性相互作用所破坏. 

复杂一些的情况是物本的磁化强度不等于额面值.尤其，不 
是所有原子间的相互作用都是铁磁性的时候，可能产生两个相反 

①对于铁磁体,旋磁比 P 的实验值极接近数值2,这一点证究了铁磁性的自旋 
本质. 
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磁化的亚晶格结构，其磁化强度不同，因此不能完全抵消；具有这 
种结构的物质称为铁氧体（完全抵消的情况，称为反铁磁体）. 

最后,在研究铁磁性金属的原子自旋时，必然涉及传导电子， 
传导电子无论如何,甚至在 r =0 时，也不可能完全磁化（由于费米 
简并效应).磁性相互作用的特性还使铁磁体具有更复杂的基态 
结构: 磁矩原子的非共线分布——所谓螺旋结构. 

与所有宏观系统一样，铁磁体的弱激发态可以看成元激发的 
集合，即准粒子 气体. 原子磁矩有序分布中的元激发称为自旋波量 
子.既然所讨论的是平移对称晶格中的准粒子，于是，自旋波量子 
具有的动量就不是真实的动量，而是准动量，准动量取遍倒格子一 
个元胞中的所有值.在经典图象中，自旋波量子对应于自旋波，就 
是磁矩振动沿晶格的传播.自旋波量子遵从玻色统计，因此，自旋 
波量子态大的占据数对应于自旋波的经典极限情况. 

如自旋波的波长大于晶格常数(即波矢那么，这个 
波应看成是宏观的；于是，波的色散律 《( fc ) 将通过磁矩宏观运动 
方程中的唯象参数（物质常数)来表达.因而0旋波量子的谱 

也将通过这些参数来表达.这类似于用声波振动宏观方程 
中妁宏观参数(弹性模量）来确定长波声子谱，这里也有一种确定 
自旋波量子谱的方法.为实现这一设想，必需预先导出上述运动 

方程①. 

首先只考虑交换相互作用的情况. 

我们感兴趣的是铁磁体的弱激发态（只有弱激发态的性质才 
可用普遍的形式加以解释)，所以应该限于磁矩的低频“慢”运动. 
磁矩方向在空间缓慢改变、而磁矩大小保持不变的就是这样的运 

①本节进一步的结果属于朗迠和栗弗席兹的工作 （1935). 我 [ H 指出，这些结果 
对于“交换的”铁磁体是正碗的.在这里我们不涉及所谓的弱铁磁体，在这样的铁磁沐 
中 u 在考虑相对论性相互作) n 时才 e 现出铁磁矩， 
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动.事实上，磁化强度的平衡值是由交换相互作用确定的；因此， 
磁化强度的变化在任何波长时都与有限能耗相联系（假设，物体处 
于远离居里点的状态，在居里点没有自发磁化强度).另一方面， 
物体作为整体，其磁矩转动时能量不变；因此波长越大，磁化强度 
在物体各处非均匀转动所需的能量就越小(换句话说,长波振动的 
频率小).因此，待求的关于磁矩密度(磁化强度） M 的方程应该 
是保持 | M | 守恒的 形式： 

^L = QxM. ( 69 . 1 ) 

01 

其中是所求的磁矩旋进的角速度.我们把运动方程写成对时 
间的一阶微分方程，因为低频时髙阶微商可以忽略. 

为了确定 D 需要考虑：在长波和低温的情况下，磁化强度变 
化时能 耗也小 以至可以忽略（在§ 70 末我们再来讨论这个假定). 
为了阐明无耗散条件的问题，我们将磁体的磁矩作为独立参量来 
考虑，用自由能的极小值确定这个独立参量的平衡分布.而自由 
能的极小值是在温度、体积以及物体内每一点的磁场强度值 H 都 
恒定的条件下计算的；对于这些变的热力势是自由能友①.对 
于 M 的无限小改变，变分 6 P 可以写成 

hF^~ ff 有效 .6MdF (69.2) 

这里，类似于外场中磁矩能的表示式，我们引进“有效场”的记号 

有效 ，在 平衡时 — 0. 

在磁化强度随时间变化时，能量的耗散可用下列微商计算 

n — T ds— dR min _ dp 
W~ ~di "aT- 


① 参阅 第八卷 § 36( 物体整体的热力学量，那里用草体字表 示〉. 在非均勻分布 
时，正确的说法是由能 （当体 积给定时），而不是热力势1在这里，我们不关心磁致 
伸缩效应，即不考虑磁化强度变化时的应力和晶体的形变. 
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这里 S 是物体的熵，而 ^ min ——为使物体进入给定非平衡态所需 
要的最小功.于是，借助于 (69.1) 式，我们有 

§ = |H^./3xMdF, (69. 3) 

由此可见，不存在耗散时，矢量应当与矢量平行，因此可 
以令 £i — const • 然后，方程( 69 . 1) 变为 

JVi* 二 const.ff 有效 xM ， (69. 4) 

常数的意义和大小在下面说明. 

根据定义 （69. 2) 式，有效场的显式由物体的总自由能的变分 
求得.总自由能由下列积分给出 

^― | |/o(^) 't — M'H — (69. 5) 

(参阅第八卷§ 36). 这里 f 0 ( M ) 是在 H = Q 时均勻磁化体的自由 
能密度，因为只考虑交换相互作用，所以与 M 的方向无关 . 

是与矢量 M 的方向沿非均勻磁化体缓慢变化有关的附加交换能 
密度. 

将此能量按磁矩 M 对坐标的微商的幂进行展开，头几项的形 

式为 

Tj __ 1 ^ 3M (69 6) 

并且.这个微商二次型本质上是正定的. (69.6) 式的组成(根据 
交换作用的性质)应与矢量 M 的绝对方向无关.单轴晶体的二阶 
对称张量具有分量二 a ySf 三《1, = 轴是晶体的对称 
轴)；在立方晶体中 

如果在数量级为晶格常数 a 的距离上，磁矩方向有显著变化， 
并注意到晶格一个元胞非均匀性的能量应该达到交换相互作用能 
的原子特征值，就可以估计出系数的数量级.特征的交换能 
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同居里温度 R (铁磁性消失的温度）同数量级.由条件 A / y 〜 

我们得到 


a^T c /aM\ 


(69.7) 


在物体每一点都给定 ff 时，对积分 (69. 5) 进行变分，并对第 
二项进行分部积分,我们得到 

叫— I - 〜緣 - hJ 臟. 

根据定义 (69. 2), 大括号内的表达式是 一 H 抑.第一项沿 M 的 
方向，但是，当代入运动方程 (69. 4) 中时,第一项总会等于零，因此 
完全可以把它舍去①.于是，我们得到 

(69 . 8) 

当只考虑与磁矩方向无关的交换相互作用时，对于均匀的磁 
化体，方程 (69. 4) 应该归于自由旋进矩的运动方程. 

ot 2mc 


其中 —| e |, w 是电子的电荷和质量，分是铁磁体的旋磁比（参 
阅第二卷 §45). 另一方面，在均勻磁化时由此得到 
(69. 4) 式中的常系数 const = g | e |/2? wc , 所以运动方程 




xM, 


(69. 9) 


其中的 JFJ 树取自 （ G 9.8). 

为了得到完整的方程组，在这里还要附加一个将场 ff 与磁化 
强度 M 的分布相联系的麦克斯韦方程.在下一节将要研究的自 
旋波是在 co«ch 的意义上的低频波，在这些条件下的场是准 静场; 
麦克斯韦方程中可以忽略对时间的微商，于是方程组变成 


①但是，此后在平衡时//相&已不必变为零. 
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rotff = 0, divJ3 = div(ff + 4jrM)=0. (69.10) 

与此相关，在 H 恒定时，可能产生关于积分式 （69. 5) 对 M 变 
分是否合理的问题，虽然 M 和 ff 通过 (69. 10) 的第二个方程相 
联系.但是,如果取《 = — ▽史（由于第一个方程)并计算积分对炉 
的变分，那末由于第二个方程变分为零，所以 H 的变分对无 
贡献. 


如果物体不在外磁场中，那么它内部的场便完全与磁化强度 
的分布有关，一般说来这个场是与 M 同一数量级的量.在此意 
义上，有效场 (69. 8) 中的 ff 项是相对论效应（我们指出，原子磁 
矩以及和它有关的自发磁化强度都用玻尔磁子 P=\e 定 

义,这是一个在分母中含 c 的量).因此，目前所研究的纯交换近 
似中， （69. 8) 的第二项应该略去，因此运动方程为 

3M JUxM 


dt 2 mc dzidxk 

我们注意到这个方程是非线性的. 

方程 （69.11) 可以写成磁矩连续性方程的 形式: 


(69. 11) 


dM t , dn 


dt dx t 


0 , 


其中磁矩流密度张量为 


9\&\ 

2 mc 


<^ik ( M 


3 M \ 
dxk / 




这是预先应该想到的，因为在交换近似下物体的总磁矩守恒. 

现在我们考虑，在铁磁体中除交换作用之外，在电子磁矩之间 
还有更弱的相对论性相互 作用： 自旋-自旋作用和自旋-轨道作用. 
在宏观理论中这些作用用各向异性磁能来描述，能 a 密度依 
赖于磁化强度矢量对晶格的方向；用这些相互作用来建立铁磁体 
的自发磁化强度的平衡方向.上边已经指出过， M 同磁场 H 的 


相互作用也属于相对论性的. 



擊 
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在单轴晶体中各向异性的 能量为 

U 异一今 ML ( 69 . 12 ) 

如果 K >0 9 那么平衡磁化方向就沿着对称轴—— z 轴（“容易轴” 
型铁磁体）的方向；如果 K <0 , 那么自发磁化方向就位于即平面 
上（“容 易面” 型铁磁体 ）.立方 晶体的 各向异性能量可表为 

= (69.13) 

其中 x 、 y 、 2 轴的方向沿着三个四级对称轴(立方晶胞的各棱边 ）• 
如果尤'>0,平衡矢量 M 的方向沿着立方晶胞的一个棱，如 
果 ]^<0 —则沿着晶胞空间对角线中的一条 

为确定起见，我们将研究单轴铁磁体.在 （69. 5) 的被积分式 
中补充一项 ^#(69.12), 对附加项变分后得到一项一 
其中^为晶体对称轴方向上的单位矢量.于是，对于有效场我们 
得到 


H ^ = ai1 %^： + KMzV ^ H - ( 6 H 4 ) 

容易看出，有效场的这个变化已经槪括了运动方程 (. 69 . 9 ) 所 
考虑的相对论效应.事实上，忽略耗散仍然表明运动方程的右侧 
应当垂直于即应当有 ikTxlfg 形式,其中 iVT •和 M 的差 

别 只能是相对论修正，这个修正值总远小于 M ， 囡而并不重要. 
H ⑽中的相对沦项附加到 心£^上. 后者由于 M 沿物体缓 

慢地变化，因而是微小的；而在波长充分大时这些相对论项可以 
变得重要起来. 


①对于不同铁磁体无量纲量在几十分之一到几十这个宽度 范围内 取值. 
相对论和互作用与交换相互作用之比与《叩异/扎同数量级，通常为 10-—10-*. 
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§70. 铁磁体中的自旋波量子能谱 


把前节得到的方程运用于波的传播上，在这个波动中磁矩密 
度除围绕自己的平衡值 M 。 旋进，还进行微振动.我们将考察在 
整个体积内 M 。 为恒定的单磁畴样品，而且局限于波长远小于样 
品线度的情况.这时,介质就可以认为是无限的. 

首先研究的问题只涉及交换相互作用，即基于方程 (69.11). 
取 M 二其中 m 是小量，于是可略去 m 的二次项而使 
方程线性化；由于绝对值见= 1。,那么在这一近似中 m 丄 M 0 . 
我们得到 



d 2 tn 

atk dxidx k 


xM 0 


(70.1) 


(今后取7 = 2 ).对于与坐标和时间的依赖关系为 exp [ i ( fe * r - 
W )] 的 m , 我们得到 




ak 2 tnx M 0 , 


(7a. 2 ) 


其中 a = n -波矢 fc 方向上的单位矢量.这个 

方程分解成分量，有 

icom x ^= ^-aMh 2 m sf 

me * 


icom 


e 


me 


aMTe 


( oc 


Os 轴沿 Me 方向）.由此得到自旋波的色散律① 


\e\M 


me 


a ( n ) F , 


(70. 3) 


我们看到，如前节初所述，在 fc — 0时，在交换近似下频率趋于零 • 


① ft 旋波的平方色散律是布洛赫 ( F . Bloch ，1930) 用微观理论首先得出的.这 
个谱的宏观参量的表示式是朗道和栗弗席兹给出的 (1945). 
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自旋波中矢量 tn 在平面; ry 上以恒定角速度 0 旋转，并保证绝对 
值不变. 

在量子力学图象中用公式 （70.3) 决定自旋波量子的能谱 

e ( k ) = 2/3 Ma ( n ) h \ (70.4) 

在二次量子化形式中，不用宏观参量，而通过自旋波量子的消 
灭算符和产生算符来描述铁磁体.我们将说明，对于自旋波量子 
应该怎样改造 (70. 4) 式. 

对应于经典量 M , 我们 引人矢 量算符 免， 它的分量满足确定 
的对易规则.令舍 ( r )& r 是在 r 点处物理无限小体元 6 F 中原 
子的总自旋算符.不同体元的算符;§(广）&6和§(1* 2 ) & F 2 是对 
易的.同 一算符 S ( r)bV 的各分量满足动量矩的一般对易规贝 IJ : 

或夂欠一心久久 /£> F (其余的对易子也类似).在0的极 

限情况下,对任意 n 和 r 2 , 这些规则写成统一的形式 
^ x (r 1 )^ tf (r 2 )~& 9 (r 2 )^ x (r 1 ) = iS ls (r l )b(r l ~r 2 ), 

现在，以 4 浐乘这个等式,再注意到磁化强度算符七= —2 ^义便 
得到 

M x (rx)M v (r 2 ) —(r 2 )Mx(ri) = ~2ifiM z (r l )b(ri~-r 2 ). 

(70.5) 

. 在应用于自旋波时, M 描述的是绕 2 轴的微小振动，在小量 
w , 的一级近似下可以用数量 M Z ^ M 来代换 （70. 5) 式右方 

的算符这时 

八 A 八八 

m y {r 2 ) — m y {r 2 )m x (r l ) = ~2\pMh(r 1 --r 2 ). 

(70. 6) 


①在本章中0处处代表玻尔磁子 
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由此可见，最 m y 和//^在这种 情况下 (精确到一常数因子)起着芷 
则共轭“广义坐标和广义动量”的 作用， 这与炉和 〆 在液体中声 
波量子化时所起的作用相类似（§ 24). 但是，我们强调指出二者 
的主要区别.声子算符的对易规则 (24. 7) 是精确的，同振动是否 
微小(即同声子态占据数是否微小)无关 .（70. 6) 式的规则是近似 
的,只在小量 m 的一级近似中才是正确的. 

从对易规则 (70. 6) 式以及符合线性方程 （70. 1) 的算符和 
你，间的关系式出发，可以通过自旋波量子的消灭、产生算符来求 
出 俞,為 等等算符的表达式，这和§24中对于声子所做过(参阅§ 
71的习题 4) 的相仿. 

再来研究自旋波量子的能谱，并进而考虑相对论效应对这个 
谱的影响.现在已经必须计及 M 振动时产生的磁场 JJ . 这个场 
和 m 是同级 小量； 现在用表示它. 

麦克斯韦方程 (69.10) 给出 

kxh = Q ， k*h= —4jrk* 

由此可见，场 ft 的方向沿着波矢量，并等于 

h— —4jr(n.m)n, (70. 7) 

把 (70. 7) 式代入 (69. 5) 式的被积式的后两项中，我们得到 


—tn-h—- — —2 jt (n*m) 

OJT 


(70. 8) 


(这里去掉项，由于场 h 的有势性,对整个体积的积分变为面 
积分，因而这一项变为零）；在自旋波中，这部分各向异性的能量 
有时称为静磁能. 

假设铁磁体是单轴的，并且属于“容易轴”型，因此 Af 。的方向 
沿晶体的对称轴 k 轴）： 鉴于以后的应用 ，我们 还假设 
存在平行于〃方向和外场§;此时，样品应该是以〃为轴的圆柱 
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体.子是物体内部的场线性化的运动方程（这里写 
的方程已乘过因 子幻为 


— \em~2p a/c 2 K- 



s> 



(70.9) 


对于单轴晶体 a = O £! sin 2 0 + a 2 cos 2 0, 其中0是 fc 和 u 之间的夹 

角. 

将 (70.7) 的 h 代入到这里，并把方程写成分量式（其中怎轴 
最好选在通过〃和《方向的平面上）.由获得的心和的两 
方程的相容性条件得出色散律 


(k)=2J3M 


(«m + |)(aP + l + ^ + 4?r s i n W) 


1/2 




(70.10) 


我们指出，由于存在 S in 2 0 = ^/ i 5： 2 项,将 e ( fc ) 按 fc 分量的幂展幵 
时便不是简单的幂函数；这与磁相互作用的远程性有关. 

这里对单轴铁磁体（“容易轴”型）导出的 （70.10) 形表示式，对 
于立方晶体也是正确的.这是因为，当矢量 M 微小偏离其平衡 
方向时，各向异性能量的改变在两种情况下有同样的形式.例如, 
对于 K f >0 的立方晶体，当 M 偏离立方体的棱方向的 M 。 时， 

只与 M 和 M 。 之间的夹角0有关，并且6〜=尤'1 2 炉.把此式 
同单轴晶体相类似的式子 bU ^ KMW /2 进行比较，我们发现， 
为过 渡到尤 '>0 的立方晶体情形，只要在 (70. 10) 式中将 iC 换成 
2 K f 便足够了.极易相信,用类似的方法，为过渡到兀'<0(以 & 的 
方向沿着立方晶体的空间对角线）的立方晶体需要将 K 换成41 iT 丨 
/3.我们也注意到，在立方晶体中 < n ) 归结为常数.而对“容易 
面”型 ( K <0) 的单轴铁磁体就是另一种情 形了： 当 M 偏离 M 。 时， 
变更既与 M 相对于 Mo 的极角有关，也与方位角有关；因 
此这种情形需要特殊研究——参阅习题. 


• 365 


聲 



我们记得， （70.10) 只属干能谱的 JF 始部分，这部分的准动量 
K < l / a , 因此可以进行宏观 研究. 从大但是仍然满足 ( W 2 ：»4; r ， 

D 这个条件的方面来看，表达式 (70.10) 归结为 

e ( k ) = 2^ Ma ( n ) h 2 + 2陳 (70.11) 

这里的第一项同纯交换的表达式 (70. 4) —致.外场只给自旋波量 
子的能量增添 2膊顼, 干是，在这种近似中自旋波量子在财 0 上 
磁矩的投影等于一2汄在物体中激发每一个自旋波量子都要使 
物体的总磁矩减小2沒. 

在相反的情况下，0时表达式 (70.10) 趋于一非零值， ($ = 
0时)等于 


e (0) =2/3 MK(l + 警 S in 2 0) 1/Z . (70.12) 

于是,考虑磁的各向异性在自旋波的谱中将导致能隙的出现①.这 
很自然，因为有各向异性时，甚至磁矩整体进行回转(即 fc = o 时) 
也与有限的能量相联系.我们见到，在小 fc 时，尽管相对论效应 
不大,也会给能谱带来相当大的修正. 

自旋波量子的概念，作为元激发是关于物体的弱激发态的，因 
而是与低温有关的.因此，关于自旋波量子的公式中一切物质常 
数 （也包括磁化强度见)必须选取 T = 0 时的值. 

回头再来讨论§ 69 中关于耗散微小的假设.在量子图象中 
耗散意味着自旋波量子寿命是有限的，这是由于自旋波量子之间 
以及同其它准粒子的相互作用所造成的. 

如果幵始讲自旋波量子之间的相互作用，那么首先应该指出 
在交换近似下自旋波量子的数目是不变的（每个自旋波量子为 
提供同样的 贡献一 2 久而交换作用使保持不变).因此在 




① 相应的频率 《(0) = MG )/ ft 称为铁磁共振频串. 
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此近似下只能发生散射过程•但是散射几率随温度的降低而减小, 
这只不过由于散射体数量的减小而造成的，因此在7 = 0时，无论 
如何交换，衰减都要趋于零.下面可以见到 （§ 72), 在交换近似下 
一个自旋波 S 子的状态确实是系统的严格的定 k .® 

在 T = 0 时自旋波量子的衰减只是由其裂变过程引起的，这 
种过程只在计及相对论性相互作用时才有可能，因此它们的概率 
较小.此外，在小 fc 时由于过程终态的统计权重（相体积)小，裂 
变概率总是降低的. 

自 旋波错 子与声子的相互作用（在这里，交换相互作用哈密顿 
量中与晶体形变有关的部分起微扰算符的作用）也要引起自旋波 
量子的衰减.在7=0时，还可能有自旋波量子产生声子的过程， 
但是，为此自旋波量子的准动量应该充分大——自旋波量子的速 
度心应大于声速（参阅340页的注).过程概率小也是由于 
终态统计权重小的缘故. 

最后，在铁磁金属中，在费米面下总可能激发电子的自旋波量 
子（由于跟传导电子的交换相互作用）.这里，在小 fc 时，过程概 
率小也是由于终态的统计杈重小的缘故. 

习 睡 

试求“容易面”型单軸铁磁体中自旋陂量子的能谱(允<0). 

解. 平衡磁化强度 - M 。 位于垂直于晶体对称轴 （ s 轴）的平 面上； 我们选 

方向作为^軸，此时磁矩运动的线性方程的形状是 

— isTn ^ 2 jB { ak 2 n s x m — ) iC | m z n 9 — n ^ xh }. 

其 n , 是沿坐标轴的单位矢量，而矢量 m 位于垂直于 M 。 的 p 平面 


①还要指出，在交换近似下两个自旋波量子间的散射截面随其能置的减小而趋 
于零（参阅§ 73 ).这一情况，在低温时进一步咸少了自旋波量子的交换衰减.在充分 
低的温度下，对啟射过程来说，相对论效应已很重要了. 
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上.将 （70. 7) 的 ft 代入，写出分量方程并使所得方程组的行列式等于零，得 
到自旋波量子的能谱 

e(k)=2fiM ： ak i (ak z -h\K\)+4jtsin 2 e(ah t + | 瓦 jsin W 2 , 

其中0和 W 是 fc 相对于 M q 方向的极角和方位角（而且方位角由^面上算 
起）.在时，我们又回到平方型谱 (70. 4), 而在 fc — 0时，自旋 波量子 
的能量 趋于： 

e (0) ~ A ( jz\K I ) I sin ^ sin9 ?]. 

而当 fc 位于对称軸与晶体自发磁化强度所构成的 以 平面上时，上式变为 
零.但是，这里趋近于零是近 似的： 考虑到各向异性能量中的髙阶项时，在 
叫面上也会导致各向异性的出现，从而在所有的方向上将会出现有限的 
能隙. 


§ 71. 铁磁体中的自旋 波量子 热力学量 

铁磁体中激发的自旋波量子对其热力学量有一定的贡献.当 
在 t « t 0 意义下的低温时，利用前一节所获得的结果可以计算这 
一 贡献.实际上，在温度为 t 的热平衡时自旋波量子的主要部分 
有 e 〜 t 的能量.对于乎方形谱 

€(k)-=2^Ma(tt)h\ (71. 1) 

这就是说，温度 T< KT c 时,激发的自旋波量子具有准动量 k《XTJ 
pMaV^\ 利用对《估算的 （69. 7) 式，估算出磁化强度为 M 〜冷/ 
a 3 (平均一个元胞中的磁矩约为数个; 3), 由此得到 cd:《l , 即§70 
结果的适用条件. 

铁磁体热力学量的“自旋波量子”0叩?1070部分可做为化学 
势等于零的理想玻色气体的热力学量来计算.例如，对自旋波量 
子的热力势 0( 下标用 mag 表示——译注)，有 

Q m&e = T[\n(l-e-^) (71.2) 


①我们记得（参阅第八卷§317)，各向异性能量按 iVf 幂的展开实陡卜.皂按和对 
论比值的展开（因此 与时是 否微小、即与是否接近居里点无关） . _ 



t 参阅第五卷的 (54. 4) 式].由此，自旋波畺子对内能①的货献为 


E 


mag 


Q 


mag 


T 


dQ 


mag 


dT 


e 


Vd 3 k 


e e/r — l (2 ,t) 


3 


(71.3) 


自旋波量子对自发磁化强度的贡献给出后者随温度的变化. 
这一贡献，是通过对外磁场的微商而得的，为 


M miS =M(T)~M(0) = —i 
[参阅第八卷 （31. 4)]. 对 （71. 2) 式微商，我们得到 


I 6- 0 


« 


M 


mag 


de 

m 


d 3 k 


公 ，0 _ 1 (2 jt) 3 


(71. 4) 


微商 一 （3 e /3§) 是自旋波量子的本征磁矩. 

在温度时,我们计算积分 （71. 3-4)； 这时自旋波 
量子的谱可以利用极限表达式 (71.1). 鉴于积分快速收敛，积分 
可以扩展到整个 fc 空间（代替倒格子的一个元胞）.设 a 是常量 
(对于立方晶体)，且作替换 d 3 k ~^4 jrk 2 dk f 经过显然的代入之后, 
得到 


丑 m 




YJjr5/2 

4tt 2 A 3/2 : 


^x 3/2 dx _ y T s/z r(5/2)C(5/2) 

A ^ AF 1 


o 


e x ~l 


为了简化，这里取标记欠= 2点(因此 e = AP )^ 9 于是对于热容 
量 C m ^ = dE m & JdT 9 我们得到 


C m 


Ag 




Stz 2 A 3/2 


A 


(71. 5) 


我们指出，这个表达式只给出热容量的自旋波量子部分；此外，晶 
体热容量还包括通常的声子部分. 

回到 （71.4) 式的积分，根据 (70. 11) 式，自旋波量子的磁矩取 


① 在化学势 M = 0( 因此 = 时，有 E = 0 + TS-Pr = TS ^ Q；ms 

- 9 Q / 9 T . 当然，无需利用公式 （71. 2) 也可直接写岀 （71. 3) 式. 

② 对于典型惶 M = 2 X 103 G ， 这个条件给出 r ^ lK . 

③ 关于这一类型的积分讣算参阅第五卷§ 58. 
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值 一2 汄因此时得到 


M 



0T VI \^x U2 dx 

2nrM 3/2 j 0 e x -l' 


由此 


(71.0) 


M(T) = M(0)- 


芦7^ 2 厂 (3/2 K (3/2) 

2 jv 2 A J/2 


. =1(0) —0. 117 J 3( T / A )^\ (71.7) 

(既然声子本身不带磁矩，自旋波量子的贡献当然就包括了磁化强 
度的所有变化）.于是，当温度取 2 tt 沒范围时，自发磁 
化强度的变化便遵守 T 3 / 2 定律 ( F . Bloch , 1930). 

在自旋波量子的谱中存在能隙 (70. 10)，在更低的温度范围内 
将使和 M mag 对温度有指数函数的侬赖关系.在 T《pKM 
时 


C mag , M m & e ^ exp (~2/3 KM / T ). (71.8) 

指数分子中的量在0二0和0二; r 时是能隙的最小值（还可参照习 
题 1). 

如果铁磁体的自发磁化强度在基态等于最大值（所谓额 
值)，对应于物体的所有原子磁矩都平行，那么施加同一方向的外 
磁场时这个值亦不再变化，就是说在这个方向的磁化率/等于 

零. 

考虑相对论性相互作用时，自发磁化强度（^二0时）与其“交 
换”值相比要减小，于是导致出现不为零的磁化率 （ T . Holstein , 
H - Primakoff , 1940). 虽然这个效应很小，但是计算它却有原则 
性的意义. 

在前而计算热力学量的磁性部分时我们舍去“磁性谐振子”的 
零点能，在这些量的温度关系中它没有贡献.零点对应于自旋波 
量子态的占椐数为1/2: 
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VdH 

(2jv) s 


相应地对于“零点”磁化强度有 


M(O) 


r 1 de d s k 




9® (2jt) 3 • 


(71.9) 


h 值大时这个积分发散，就是说积分主要决定于短波自旋波量子 
(如〜1)，对这样的自旋波量子根本不能进行宏观研究.但是在 
相对论效应的影响下磁化强度的变化，我们将看到，决定于自旋波 
量子的长波能谱区域,并可借助于§70中获得的公式来计算. 

为简单起见，我们将研究立方晶体，并在此情况下忽略小的各 
向异性常数，即将自旋波量子谱 (70.10) 写成形式 

e ( k )^2 fil ( bk 2 + Q ) ( bh 2 + Q ^4 jtMsin z 6) y /2 (71. 10) 

其中 b = aM ; 在这个表达式中由于考虑了静磁能而产生的 4 jtM 

• S in 2 0 项,对应于相对论效应.从(71.9)式减去以以^&)二2^^ 

代替 Mfc ) 的同一积分式，则得到待求的相对论效应影响 
下磁化强度的变化 bM ： 


bM 


2 


r 4 Ce(fe) - wfe)] (S 


(71.11) 


这个积分在大 fc 时已变为收敛的了①. 

为了计算上的方便，首先在&一定时取对见的微商[为 
此在 (71.10) 中已引 进记号 6]. 简单变换后得到 


dhM 

^dW 


Art 2 pM 

(2jt) 3 


sin 4 0*2 jrA : 2 dA ;* sin 9 d 9 


(&F + $) 1/2 (6F+§+4^sin 2 6l) 3 / 2 


由于对 dA 的积分收敛，所以能够扩展到 CO . 

^=0时积分容易计算;然后对 iit / 积分,得到 


①为避免误会，我们指出，不可用此法定义基态能量的修正，因为没对公取微商 
而利用自旋波量子的长波能谱表达式时，对交换的积分发散. 
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bill- 


\/ 7Z P 


( 71 . 12 ) 


这个值很小： hM / M ^ 10 ~\ 

如果外场很强 0&》4; r 7 I /), 可在被积式的分母中忽略 4 ;rilf 
• S in 2 0 项.此后，计算得出结果 


$ 


时，趋于零.这是当然要得到的. 


(71. 13) 


在结束时我们指出，如杲我们企图把本节在三维情况所使用 
的方法,用来研究二维铁磁体的磁化强度对温度的依赖关系,那么 
(在纯交换近似中）代替 (71. 6) 式我们将得到对数发散积分.这就 


是说，在所有 T 关0的情况下交换相互作用的二维系统实际上不 
存在自发磁化.这与§27中指出的二维坡色液体 （以及 第五卷 
§137中的二维晶体）的情形相类似.系统的能量不依赖于磁矩 
的方向，导致其表达式中只含有矢量 M 的 导数； 结果也导致使磁 
化破坏的涨落的发散(二维情况).考虑与 Af 的方向有关的相对 
论性相互作用，就可以使涨落得到稳定并使二维铁磁体的存在成 


为可能. 


习 題 

1. 计算温度 7《 e ( o ) 时热力学量的自旋陂量子部分， 

解.重要的情 形是： 具有小准动量 fc 、 在能隙为最小的方向上，即在0 = 0 
和 0 = a 的附近传播的自旋波量子；这两个值给出同样的贡献.例如，在 

小角度0肘，对所要求的精度，有 

e ( k ) + 

其中，对于立方 晶体』 = 2如 fa ， 对于“容易轴”型的单軸晶体』 = 在 

我们所讨论的温度时自旋波量子的分布可认为是坡尔兹曼分布（即在被积戊 
的分母中忽略 1), 并处 处以奴 0) 替换指数函数前的因子 e ( fc ). 把对 fc 和0 
的枳分扩展到〜，结果得到 
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32,t 6/ M 3/2 


exp 




t 


M 



五 ma g 

vkM 


在计算热容量时只需对指数函数因子微商： 

C m ^ 2 PKMT ^ E m ^. 

2. 在公》条件下，试确定磁化强度与外场的关系. 

解. 在所给的条件下，可以忽略相对论项，并将£(&)写成(70.11)形式. 
微商 (71. 4) 式，得 

dM _ 4 fi z C e" T 

在积分中重要的是小 fc , 因此 

dM AOir p(^ d 3 * T 广 k l dh 


(取 a=const;M 0 取 if 在 6 = 0 时的值），最终得到 

dM _ T 

d^ = Sjr(aM o y f ^ lfZ ^ 

于是，在所研究的条件下 M-^M 0 cc^n 

3. 试确定于 r=o 时，在弱磁场中，磁化强度对外场的关系. 

解.把 (71. 10) 式的 e ( fc ) 代入 (71. 11) 式，再将积分式 (71. 11) 对沿微 

商，得到 


dM = [ _ 4 jt 2 / 3 Mlsin ^0 _ d B h 

3公一 J [ {aM^k 1J r^) zn (2? r ) s * 


在 6—0 时，对 dA 的积分在小 fc 情况下是对数发散的.因此，如只局限于对 
数的精确性，可以在分母的第一个因 式中取&=0,总=0,而在 第二个 因式中 
取6 = 0,但同时，在 k^^/aM 时从下面并在 P 〜 4 tt /« 时从上面切断积 
分.于是我们获得 


dM fi , 4;ril /。 

M ' = 32 V ^ o « s/2 n ^~， 

注意， （71_ 10) 式中忽 略了兄 在 总《火及 时在对数中用 KM, 替代 6. 

4. 在交换近似中试确定在 r » a 距离上磁化强度涨落的空间相关函数. 
解.算符屯:和伽 满足 (70. 6) 式的对易规则，它们通过自旋陂量子消灭 
和产生算符可表为（在薛定谔绘景中） 
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( r ) - * n p 

k 

s ( ate ^-^—^ e _ik * r ). 

k 

借助这些算符我们计算相关函数 

fik(r) =y<^i (r 0 〜 (r 2 ) + 治 fc (r 2 ) % (rO >, r = n—r t 

(下标取遍值).考虑到不为零的对角矩阵元，只有乘积 〈衫 Afc > = n fc 
和<知％> =抑+ 1(共中邮是自旋波量子态的占据数），我们得到 

<p ik (r)=d^ 2 卢 i/( Wfc + 去 ) A” 

•. 

被积式直接给出相关函数的傅立叶分量.式中的常数项可以 略去： 因为在 
?^(r) 里与它对应的是5函数项，而整个的研究只是对于7>«的距离.于 
是 

<p ik (k) =2^Mn h d i1t = 2pMl&^^ T -iy^d ii9 
在经典极限情形， e«y， 得到 

^Pik (k) =^d ik T/2oh\ 

在立方铁磁体中 a=const, 于是 

~d fk T/Sjtar 9 r> (fiMa/T) in » 

§72. 自旋哈密顿置 

为了^1到准动量在整个变化区域内（不仅仅在长波极限内）自 

旋波量子的色散律，自然需要利用关于铁磁体微观结构更细致的 
概念. 

我们所研究的电介质 :是由 轨道矩等于零而自旋 s 不为零的 
原子所组 成的. 如果我们不涉及与原子电子壳层的激发有关的髙 
激发态，则可以将系统的哈密顿量按基态原子的电子轨道参量求 
平均(此时，原子核固定在格点上），结果我们得到只含原子总自 
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旋算符的系统的自旋哈密顿量.① 

如果只考虑与自旋相对取向有关的交换相互作用，那么哈密 
顿量中原子自旋矢量算符只会以标量结合的形式出现.研究由下 
列最简单的哈密顿量 

泣交換二一 ~T~ 〉 rim ^9 ^ nm ~ J C^*n ― m ^ (72. 1 ) 


m^n 


所描述的系统，有重要的方法论意义，其中求和遍及所有的原子; 
‘‘矢量”下标（整数分量） m 和 n 是格点的编号 ; r n 是格点的径矢. 
数人 m 称为交 换积分 （对比第三卷§62的习 题)® 在对 m 和 n 
独立求和时，在 （72.1) 式的求和中每对原子出现两次,而且，当然 

Jnm Jmn . 

在 (72.1) 式中假定晶格的所有磁性原子都是相同的（每个元 
胞有一个原子).作为这个哈密顿量基础的基本假设，认为晶格中 
的原子相距足够远.交换积分决定于两个原子波函数的“重叠”， 
而且随原子间距的增大而很快地(指数地)减小.因此对于原子间 
距较大的系统，相互作用可以认为是成对的，因此在 （72. 1) 式中不 
存在多于两个原子的自旋算符的乘积项.可以同样精确地认为， 
两个原子间的交换相互作用每次只由一对电子（每个电子各属一 
个原子）来实现.于是相互作用算符将以电子自旋算符的双线性 

形式构成，而对原子状态平均之后就成为原子自旋的双线性形式 
了 （ C . Herring , 1966) ③. 


① 这与描写能级精细结构的单原子哈密顿量的构造相类似，可对比第三卷 
§ 72. 

② 用自旋哈密顿量描写交换相互作用是狄拉克引进的 （ P . A . M . Dirac , 
1929) .哈密顿量 (72.1) 式是凡•弗立克 （ J . H . van Vkck , 19 3 1)引 进的； 它通常称为 
海森怕哈密顿量，这是因力与此对应的铁磁体模型玆先是海森伯研究的. 

③ 在此条件下 ，（72.1) 式的求和当然应该只对相邻原子对进行，但是不能以此 
来简化公式的书写.因此，不必明显计及这些条件. 


• 375 





如果交换积分 >0, 哈密顿畺 (72.1) 所描述的系统就是 

铁磁体.我们来确定这样系统的基态能量.这时设想还存在外场 
® ，给 (72.1) 式附加算符 

t=—2p^^ mz (72.2) 

tfl 

O 轴沿外场方向).系统总自旋投影算符2及 w 无论跟片雜或跟 
f 都是可对易的；因此系统的状态可以按这个量的本征值进行分 

类. 

在铁磁情形,与基态对应的是总自旋投影的最大可能值,它等 
于 iVA 其中 JV 是系统的原子数（自然，这与有无外场无关.它只 
标出选作; s 轴的方向).令/。是基态归一化的自旋波函数. 

如果每个原子自旋投影都取最大值尽则总自旋投影才能达 
到最大值 湘. 因此為同时就是每个算符^«的本征 函数： 

& nz X 0 ^ SX 0 (72.3) 

我们引入下边所需要的算符没 ± =久士 iA , 它们满足对易 

关系 

色 U 九 = 2^ z ， ± —及± 久 =士々± (72.4) 

(参阅第三卷 (26.12) 式).它们的矩阵元是 

〈汉 : | 汉 + | S 广 V) ^{S z -l\S.\^z> =^/(8 + S z )(S~S x ^l) 

(72.5) 

[参阅第三卷 (27.12) 式]; 算符及+使分量&值增加1，而使之 
减少 1. 接着我们写出 


然后写出 

I ] 汁 U ” + )-2 你2]》卿（ 72 . 6 ) 
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其中利用了对称性 Jmn = Jnm 以及不同原子的算符的可对易性 • 
由于算符及„ + 只有使足数增加的跃迁矩阵元，因而对于& 
数的最大值的态有 

Sn + Xo—O (72.7) 

[也可从矩阵元的显式 (72. 5) 中看到].因此把哈密顿量算符 
(72. 6) 作用于波函数；^上，得到 

^o=j— ~ 2 JmnS 2 -2^NS lx 0f 

( tn#n ) 

大括号中的表达式就是基态能量為.用对 m 和对 qf = n _ m 的 
求和代替对 m 和 n 的求和,最终写出風)的形式为 

E 0 =-—^ NS 2 ^ J q —2 pSN 兔， (72. 8) 

系统在这个吠态的总磁矩是 2 J 3 SN , 

依总自旋投影减少的顺序，系统的下一个状态对应于该投影 

的— 1 值； 它相当于激发一个磁矩为一2#的自旋波釐子.总 

自旋投影的这个值是波函数 

(2 S )~ i /2 & n ^ X 0 (72.9) 

的状态所拥有的.算符力二作用在此状态上,使一个原子自旋投影 
减少 1®. 但是，这个函数并非系统哈密顿量的本征函数;在这一 

a 

函数中还没有考虑晶格的平移对称性.哈密顿量的本征函数应该 
是所有序号 n 的函数 (72. 9) 的线性叠加.与我们在§55对周期 
场中电子的布洛赫函数所进行的讨论同样，为了正确考虑平移对 
称性,这个线性叠加的形式应该是 

；^ = (27^)- 1/2 2>-以.〜及” J 。 （72.10) 


①注意到 C « n _ X o r (Sn-X,) = Xt \S n n A ^ n A 

汐一1〉<沒_1|1-|这>二2这,就容易验算函数（72.9)的归一化系数. 
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( 1/2 是归一化因子).常矢量 fc 正是自旋波量子的准动量. 

自旋波量子的能量 e ( k ) 是系统的激发态与基态的能量之差 
因此 

( 总一 k = s (fe)^ft 

将表达式 (72.10) 代入这一等式的左方，然后以 UXo 代替 B 0 X 0 , 我 
们得到 


e ( h ) X k =(2 NSy l /2 ^2 c ik ' r n ( M n ^~& n .6) X 0 . (72.11) 

n 

把"写成 (72. 6) 式的形式,并利用对易规则 （72. 4), 不难计算出 
这一式中的对易子.再一次考虑^^的对称性，我们算出 

能 n- — I 一泠 = 2 J ⑽ + 2fi^ n . 


(72.12) 

最后，把上式代入 (72.11) 式，注意 (72. 3) 式并重新回到对 q = n 
一 m 的求和，我们获得 


e(k)X k ^= 



* r «)+2 >ff 



大括号中的式子就是所求的自旋波量子能量.由于求和号内表达 
式的虚部是的奇函数，所以求和时它变为零，因此最终得到 


e (fe) = S ^ ] Jq(l — cosfe*r fl ) -\~2/3^ (72, 13) 

qi*0 

( F . Bloch , 1930). 

在哈密顿量 （72.1) 所描述的系统中，这一公式给出自旋波量 
子精确的色散律.自然地，在小 fc 的极限情况下它变为平方 定律: 

e ( fe ) = S hj 十 2^^ (72. 14) 

q #0 


所研究系统的居里点几〜因此当温度时系统必然 
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成为顺磁体.在这样的温度时，.在一级近似下完全可以忽略原子 
间的相互作用.在这样近似下系统的磁化率将与原子自旋为 S 的 
理想气体的磁化率一致，并以公式 


y _N4£S(S±l) 
~ V 3T 


(72.15) 


表达(参阅第五卷§ 52)； 这是单位体积的磁化率.这个表达式是 
函数 /( T ) 按 1/3 7 的幂展开的第一项，展开式的其余诸项已经与 
原子的和互作用有关；我们来确定下一"项. 

零场中的磁化率由0时的微商/二 3 J //3® 定义，而磁化 
强度是以自由能的微商计 算的: FiJf 二&为了求解提出的 
问题,必须算出精确到 1/ T 2 项的自 由能尸 的表达式. 

根据公式 ~ TlnZ f 其中 Z 是配分函数 


Z= V 

n 





T 



rr2 
私 n 

2 T 1 


Ml 

6 T 3 



求和遍及系统的所有能级①.所研究系统的能谱中能级的总数是 
有限的，并且等于原子自旋对于晶格取向的一切可能的组合数.每 
一 自旋有2^+1个不同的投影；因此所提到的数是 （2 S + 1)' 用 
字母上方的横线表示简单的算术平均值，我们改写 Z 如下 

Z^(2S + Ml~±E^^~^ . 

平均值 = 泠 m /(2 茂 + 1)' 依照算符迹的已知性质，迹 
可以由波函数的任意完备系算出；假如这一函数系对应于原子自 
旋取向的一切可能的组合.于是，求平均便归结为每一自旋对其 
方向的独立平均，这时忑二 0. 现在 Z 的对数再按 1/ T 的幂展开， 
以相同的 秸度 ，我们得到 


① C ] 由能下一步的计算与第五卷§ 73中的计算相当，一直进行到展开式的下 
一项. 




379 f 



NTln (25 + 1 ) - + ^ 



(72.16) 


在这一表达式中我们感兴趣的 是含泛 的项，只有这些项对磁 
化率有贡献.略去所有其余的项，并注意到自旋分量的奇次幂在 
求平均时等于零，则得到 

- 立缓 ^ 2 私 - *^^42 ^mn(S n S nx )(S m S mx ) f 


2T 2 


平均值 


^ nx—^nz^ nV ~ S 2 n z — S (S ~V 1)/3. 


于是 


^ ^NS(S^~ 1) -f^NS 2 (S + iy 

q^O 


因此，最后得到磁化率 


^_4fi 2 S(S^l)N[. ,S(S + 1) ^ T "1 

3TV 3T ^ 4 * 

L 4^0 」 

请注意,方括号中修正项的符号与交换积分的符号有关. 


( 72 . 17 ) 


习 埋 

1. 以哈密顿量 (72. 1) 描述系统，在温度 T 》 J 时，试计算其热容 * 的磁 

性部分. _ 

解.按 1 /r 的幂展开,热容量的第一项可由自由能 (72. 16) 的 一：^/2 T 项 

得出.用同样的方法对哈密顿量 （71 1) 的平方求平均，得到 

E^=\ 2 ^Jlnn ^^^^ 3 吵 9 +1)2 誓 ^J 2 q 


m^n 




(因为瓦瓦；=汉(占+1)‘/3) - 结果，我们得到热容量 


«乒0 


这与第五卷公式(73_ 4) 相对应. 
• 3 S 0 • 



2. 忽略自旋间的相互作用，当与 T 的比值任意时，计算顺磁体的磁 
化强度. 

解.配分函数(对磁场中的一个自旋 




sh[2^(^+y)/^] 

sSxMm ’ 


计箅其自由能，再对给取微商,我们得到磁化强度 




1 __ rw 


9 ftN (/ 


v 



( L , Brillouin ,1927). 在时，这个表达式变为 (72. 15) 式.在相反 
的极限 时 ,磁化强度按规律 

心竽卟 一叫(—爭)} 

趋于额面 


§73. 自旋波量子的相互作用 

自旋波量子相互作用对铁磁体热力学量磁性部分的贡献，是 
有重要的方法论意义的问题.我们记得，在§71中的计算是建立 
在无相互作用自旋波量子的理想气体概念之上的.现在就交换自 
旋哈密顿量 (72.1) 所描述的系统来研究这一问題. 

考虑到贡献只来自于小比值 T /心 的最低阶项，我们便可以 
只限于自旋波量子的成对相互作用.这就是说，必须研究系统总 
自旋投影等于 ^-2 的双自旋波量子态. 

与此投影相对应的波函数是 

x nn ^l4S(2S~W- l/ ^n 

X mn -= (2 i S )~^ m ^ n . Xo , (73.1) 

* UI * 



由于不同原子的自旋算符是可对易的，所以 = 容易证 

实函数 (73. 1) 是以条件;^ = l 归一化的，用验证 （72. 9) 式归 

一化的同样方式展开乘积，就可做到这一点.同样可以证实不同 

I 

函数 ^ mn 是相互正交的. 

函数 （73.1) 本身不是哈密顿量的本征函数.系统的双自旋波 
量子定态波函数应该是 ^ tnn 的某种线性叠加，我们写出这一波函 
数为 


X 






^Pmn^mn ] ^Pnn^ nn» 

ft 


(73. 2) 


(由于4«和/謂是同一个函数，则应该取分三於 nm ). 系数 
的集合是某一表象中的波函数，表象的独立变量是晶格中原 
子的序号 . （ 73 . 2) 式的第一个求和式中引进因子 l/vj 是为了使 

模平方 RI 2 等于2|分_| 2 ,在后者的求和中不同的分_只出现 
一次. 

与建立单自旋波量子定态波函数的方程 (72.11) 的方法一样, 
我们可以得到函数 (73. 2 )式应该满足的类似的方程 

m^n 


2[^/S(2/S— l)] 1/2 ^n-^n-}^o- (73. 3) 

此处的忍一馬是两个相互作用的自旋波釐子的能量（括号 
{•••} 是对易子). 

将方程 (73. 3 )右方的各对易子展开.为此我们 指出： 

并利用对易子{/?，及 T 1-} 的表达式(7 2 . I 2 ),然后考虑到对易规则 

①如果自旋*5 = 1/ 2 ,则以同一个算符 — 两次作用于基态波函数 X ,上,它将变 
为零。于是，在这种情况下所有“对角的”波函数 X « n 三 0. 
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( 72 . 4), 把算符夂移到最右边的位置上，在这里久作用在函数為 
上，并将其乘以夂结果得到 


I 

十 J n f d 一一总 l~ ) 》 tn-]/o + 5fnn2] 人，及卜 / 0 

t 

一 Jmn 及 m - 汐 ti-/o + 4 卢泠„一^0. (73. 4) 

为了简化公式的书写，未写出求和角标的上下限，求和按全部 I 值 
进行，然而“对角”的二 0. 

以后的计算步骤是把 (73. 4) 式代入 (73. 3) 式，并使等式两边 
相同函数的系数相等,计算虽然十分繁杂，但却是初等的.结 
果得出的下列方 程组： 


(2 / S— 0mn~ (J ImiHn + ^In 於 (*«) + : tnn^m 


^8 


Jmn ( 分 tnm+ 於 rttt) + : JIm^P 


其中 


(73. 5) 


A . v~S 


L. 


,/2^- lV /2 
1 一 


再引进记号 / 代表求和式 , 而后者显然与下标 w 无 


关①. 

我们把这个方程从坐标表象（独立变量是原子的坐标 
变到动量表象，即取 


妒 ffln =| eiK (rm+rn ) /2 2 >( K ， fc)eiK . trm-TV (73, 6) 


①当所有都是任意的时候，对于自旋沒二1/2这些方程也是正确的，注意 
到，在8 = 1/2时所有“对角的”量完全要从 m 乓 n 的方程中消失.在这种情况下， 
应该简单地认为不存在 m = n 的方程. 
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矢量 K 代表两个自旋波量子的合准动量，而 fc 是它们相对运动的 
准动量；求和是按体积为晶格原子数， f 为晶格元胞的本 
积)的晶格所允许的 I 个离散值 fc 进行的.和 Ann —起，同样也 
应将下列交换积分表成傅立叶级数形式： 

j 獅 =^S eifc .w j ( fc ), ^(fe) = 2 J o- e ' ifc * (ro " rn) (73 . 7) 

k n 


[因为 Am ， 所以 J ( fc ) = J (— fc )]- 

略去简单的中间计算，我们直接引出方程 (73. 5) 变换的最终 

结果 


: O 


+ 


(警- fc )- 


S 


^( K , k ) 


U ( K f k , k f ) ip ( K f k f ) 


Vd s h 

(2 ^J 


(73. 8) 


其中 


NU ( K ， k ， k f )= A s 


/(t 


+ fe ) + J 


( i - 


fe J ~\~J 




+ 




k 



U(k-k f )+J(k+k f )3. 


(73.9) 

而 e ( k ) 是由公式 (72.13) 确定的单个自旋波量子的能量；用对倒 

格子的一个元胞的积分来代替对 fc ' 的求和. 

这样一来，关于系统的双自旋波量子态的精确求解问题[在哈 
密顿量(7 2 . 1) 的范围内]便归 结为: 求解一个完全类似于动量表象 
中双粒子体系薛定谔方程[参阅第三卷 （130. 4 )]的 方程. 这时, 
函数 Kfc ) 相当于粒子的动能，而积分方程的核相当 
于相互作用能为 U 从动量 fci , fc 2 态跃迁（散射）到动量为 fci，h 
态时的矩阵元，其中 




3S4 ♦ 



= 警 j - fc , 紅 2 二警一备’ 知 1 =专卜红，~~2~~ ^ ；, 

在这一意义上，最好将 u ( K ， k ， *0 写成形式 

NU ( k f l 9 k f 2 ； k 19 k 2 )= A s lJ ( k l ) + J ( k 2 ) + J ( k [) + J ( fc ' 2 )] 

+ (73. 10) 

一般 情况下 ，方程 (73. 8 — 9) 很复杂.我们只在假定时 
计 算热力学量的修正.这一情况之所以筒单，是由于自旋波量子 
能诎 4*0 正比干 A 而它们的相互作用 V 却与 S 无关[在1 
时 ，（73. 9) 中的系数〜 1/4]. 因此 V 可以看成微扰.这时，来 
门自旋波量子相互作用而对热力势 Q 的修正将简单地由 U 的 
平均值给出.取“对角矩阵元” 

U ( k lf k 2 f fel , k 2 ) = 2^ ^ ( fei ) +J ( k 2 ) — e / (fej — k 2 ) ~J (0)], 

(73.11) 

我们就可以对给定准动量的自旋波量子态进行平均.然后，用如 
下的积分来对自旋波量子的平衡分布进行统计平均 

« ( fe 1 ) n ( fe 2 )^( fe 1 , fe 2 ； k l9 fe 2 ) K !^^ 2 , (73. 12) 

其中 n ( fe ) = [ exp ( £ ( fe )/ r )- l ]^ 是玻色分布函数. 

在低温时,积分定义于小动量 fc 2 的区域，与此相应，应该 
把所有的 4 fc ) 和 /( fc ) 都按 fc 的幂展开.于是， e ( fc ) 便由平方形 
表达式 (72. : U ) 给出.由于 /( fc ) 是 fc 的偶函数，所以它展开的买 
几项也是平 方形： 

J(k)^J ( 0 ) -^ra^hihk, 

于是 Z 7 ( k ] 9 &2? ^ 2 ) ~ i ^2 fc * 

J .. V 

但是，把这个对于 h 和 ^ 是奇函数的式子代入 (73.12) 时， 由于 
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按 fcl 和 fc 2 的方向求平均,其积分值等于零. 

因此，在展幵 /(&) 时必须考虑四次项，结果在积分 (73. 12) 

中函数便是四次幂的形式，并且这个对干 h 和 
对于 fc 2 都是平方的形式带给积分的贡献不等于零.出于积分迅 
速收敛，所以可将它扩展到整个 fc 空间.作变换就可 
确立与 T 和§的关系为 

Q 互 = FT 5 /(§/D. (73. 13) 

并且/(0)和尸(0)是有限的 .. 由此得到磁化强度的修正项 

~ ^1 = const ^ 4 . (73.14) 

V dQ 6 „o 

对于热容量的修正也遵从同样的规律进行叭 

我们看到，自旋波 fi 子的相互作用只在77几的高级近似中 
才对热力学量有修正.我们记得，磁化强度及热容量的磁性部分 
的主要项都遵守的规律.在这些项以及与有关的修正项 
中还有正比于 T 5/2 和 T 7/2 的项，这些项产生于自旋波量子能量 
dfc ) 按 P 幂展开的后续项， 

利用得到的方程还可研究两个自旋波量子的束缚态问题.这 
些态是以方程 (73.8) 的离散(在给定 K 时)本征值的形式出现的. 
这些本征值 S ( K ) 作为变量 K 的函数，乃是系统中新的元激发分 
支.但是研究表明，只在 K 值充分大时这些态才能存在；因此在 
低温时，这些态无论如何不会影响铁磁体的热力学量②. 

习 题 

设汉》〗，试求立方晶格的磁化强度和热容量中与自旋波量子相互作用 

① 这些结果(任意自旋的膂遍情况)是戴孙 ( F . Dyson , 1956) 首先得到的.在叙 
述方程 (73. 5) 的推导时，我们大体上遵循 R . J . Boyd , J . Callaway (19 6 5) 的工作 • 

② 参阅 M . Wortis , 尸 A 2^ i ? w . iS 2, 85 ( l 963 ), 所谈的是三维晶格问题.对于 
二维和一维情况在任何 fc 时都存在自旋波量子的束缚态. 
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有关的修正项.在这种晶袼中只对相邻（沿立方晶轴）一对原子的交换积分 
才不为零， 

解.每个原子有六个最邻近的原子.按定义 (73.7) 得到 


J (fe) =2/ 0 (cos^ t o+ cosk z a ), 

其中人是一对邻近原子的交换积分，而 a 是立方晶格的棱边长.在小 fc 时 


由此 


J (fe) 


U (办 i , 友 j 岛 1 ,良 2 ) 




y 


a 7 J 


4V 


狀尤此 +n) 


(h 和的奇次项已舍去).自旋波量子的能量[根据 （72. : U ) 式]为 

e{k)=SJ 0 a^ + 2fi^ 

(72. 12) 式的积分计算导致以下的 结果： 

M 互— 3 ^^( 3 / 2 )^( 5 / 2 ) fry 

W 2s 1 KusTj f 


( C 表示 s 函数), 




§74. 反铁磁体中的自旋波置子 

反铁磁体的特点是晶格每个元胞里所有电子的磁矩相互抵消 
(处在无磁场的平衡态）.严格说来，磁矩密度是按元胞的整个体 
积分布的.但在反铁磁体电介质的晶体中可以相当精确地认为磁 
矩密度实际上是集中在单个原子上，以致可以用一定的磁矩来描 
述每一个原子 .这 些磁矩在所有的元胞里周期性地重复，造成反 
铁磁体的 磁性子晶格 （咖 sub - lattice ) ， 

各种反铁磁体在结构上很不一样.关于其磁能谱问题我们可 
以研究一个典型例子，在每个元胞的等价点上（郎对晶体的结晶对 
称性做任何变换时彼此可以互相转换的点上)有两个磁性原子.这 
些子晶格的原子形成磁矩的平均密度，它们分别用和 M 2 表 
示，再引入两个矢量 
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M:=MrfM 2 ，L = M 广 M 2 . (74.1) 

在反铁磁 体基态 M = 1^0, 而对于铁磁体 M 乓0, L = 0. 

我们着重指出两者在基态的重要区別.在交换近似中，铁磁 
体处于 基态时 所有磁性原子的自旋投影具有确定（最大可能的)值 
S z = 8, 它对应于磁化强度 M 的额面值.反铁磁体在基态时，显 
然子晶格的磁化强度不可能有自己的额面值，因为单个子晶格的 
自旋投影之和不是守恒量(甚至在交换近似中也是如此)，因此在 
定态它没有确定值.甚至各个原子的自旋投影也没有确定值. 

可以类似§ 69中对铁磁体那样来建立矢量 L 和 M 的宏观 
“运动方程”的形式.无耗散的条件由于运动方程而要求满足等式 

+H ^| dF=0 - ( 74 . 2 ) 

其中“有效场”和用变分 L 和 M 时自由能的变化 

6^=-f(H L .&jL + H Jtf .6M)d7 (74.3) 

来 定义；在平衡时 = 0. 

在交换近似中，所有磁矩相对于晶格同时转动时，待求的运动 
方程应该不变.不但元胞内两个磁性原子的位置具有结晶学等价 
性外，而且由此还可得出运动方程对于交换 iV ^ 和1^ 2 应是不变 
的，就是说对于变换 M — M 是不变的.鉴于自由能在 
这一变换中的不变性，也有一/^, ff 況 ― ffi 

在研究磁矩的微振动时，假定 L = Lo + i，iVf stn , 其中 f 和 
m 都是小量.线性近似时，满足所提条件的运动方程具有形式 

~~^ yH M xv 9 (74.4) 

其中 v 是矢量平衡方向上的单位矢量；变换 L ^~ L 意味眢 

这里考虑到在平衡时变为零的量 Ha 和对于 I 和 


m 是线性的，而 y 是我们所使用的唯一的常矢暈.同§ 69类似, 
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可以将系数写成 V 二但是与铁磁体不同，甚至在 
忽略相对论效应时也有在单色振动时 3 i /3 i = …, 

则由方程 （74. 4) 定义的矢量 i 和 m 垂直于〃.这就是说在所考 
虑的近似中，矢量 L 以恒定的绝对值 L ^ L 0 绕 v 方向旋进. 

为了确定有效场 I ^和 H m 必须建立晶体自由能的形式.这 
时对小 I 和 m 必须止于二级项，而这些量对坐标的微商项应限制 
到不髙于振动波矢量的二级项，在这里假定(象在§ 70中那样）波 
长大于晶格常数.在交换近似中对于同时转动所有磁矩以及对于 
改变 L 的符号，自由能都应该不变.满足所提的全部条件的自由 
能表达式有以下形式 


M 睜 +4( 


f dm \ { 1 

m Tz^ l ^rr~2 


^ik 


dl_dl) 

dxi dx k ) 


dF , 


(74. 5) 

其中 z 轴与"方向一致（因此改变 w 的符号也就改变； s 的符号)； 
系数«>0,与此相应，平衡时应该有 m 二 0. 在这里不存在 i 2 项, 
因为有这一项便表明能量与晶体中矢量 i = + I 的方向有关, 

而在袞换近似中不存在这一关系. （ m .3 l /3 s + i .3 m /3^ 项归结 
于的微商，它对体积积分时将消失.最后，微商3«1/3^的 
平方项不必计及，因为它明显小于 m 2 . 对积分 (74. 5) 变分（同时 
分部积分）我们得到 

= +a<i 3^7 , H M =-am-b d ^. (74. 6^ 

对于平面的单色自旋波,运动方程 （74. 4) 现在给出 

—iot —— yam x v~ik z ybl x 

~\<^m — \ k z ybtn x ^~ ya ( n ) JcHxv . (74, 7) 

其中，如 § 70 仍取 o £( n )= a ^7 ^*，n 是 fc 方向的单位矢量.取第 

一个方程与〃的矢积，获得 
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yaftt = —icol xv — \ lc z ybl (74. 8) 

把这个表达式代人第二个方程，立即得出如下的自旋波色散律 

6>= yk [_ aa ( rx )— b z ( v > n ) 2 ^\ 1/2 (74. 9) 

这样一来，在交换近似下,反铁磁体中的自旋波频率、从而自旋波 
量子能量 e = fko 与 k 成正比，而不像铁磁体那样①与 P 成正比. 

方程 (74. 7) 建立 I 和 m 之间的单值联系，但是 I 的两个分量 
(在垂直于〃的平面上)仍然是任意的.这就是说，在所研究的反 
铁磁体中自旋波有两个独立的极化方向. 

为了考虑磁的各向异性，需要对晶体对称性作出较具体的假 
定.令晶体具有单轴对称性，并且 L 的平衡方向同对称轴一致②. 

从 (74. 8) 式看出，自旋波中的矢量 m 小于 I ——多包含小波 
矢 fc —次幂.同理，有效场因此，考虑与矢量 I 有关 
的各向异性就足够了. 

在所做的假定下，这个能量密度为 

此时左>0.考虑此能密度，导致有效场 Hr 中将出现一附加项 
— Ki , 而对于平面波，则 

H dbm — [ a { ri ) k 2 K^]l (74. 10) 

由此可见，考虑到各向异性，在 (74. 9) 式中将 W 2 换成 afc 2 + ii ：, 便 
得到自旋波的色散律.于是，^时自旋波量子能量将不趋于零 
而趋于一有限值③ 

e (0) =^ yV aK . (74. 11) 

① 反铁磁体的这一色散律 G 先由 L . Hulthen (19^6) 得到.利用对子晶格磁化 
强度的宏观研究而得出此定律的是 M . H . Kaanoii 和 D . M . U | yT ； epHHK (1958). 

② 反铁磁体 FoCO , 属于这种类型，它属于三方敁格（晶类 D Jd ), 在元胞中有两 
个 Fe 离子.这两个离子的磁矩方向与三重对称轴的方向相反. 

③ 频率 o (0)=£：(0)/ S 称 为反铁磁共振類率， , 
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( C - Kittel , 1951). 我们注意到，谱的能隙正比于各向异性常数的 
平方裉[而不像 (70.12) 中的一次幂].由于相对论效应的微弱性 
是由相对小的各向异性常数表达的，因而这些效应 ，一 般说来，在 
反铁磁体中比在铁磁体中更显得重要. 

根据公式 (71. 3), 可以算出自旋波釐子对反铁磁体内能的贡 
献.温度在£(0)«7^<〜范围内， （2 V 为尼尔点——反铁磁性消 
失的温度)可以使用能谱的 (74. 9) 式.在单轴晶体中 

co — ya l / \ a x (kl + hl )+ a f ' l hl '] 1/2 , < x f 2 = a 2 ~ b 2 / a > 

计算 (71. 3) 式的积分，得出自旋波量子对热容量贡献的如下结果 


当温度 7« e ( o ) 时， 
数型的小贡献. 


An 2 T z 


lSyV^Ca ^! 2 ) 1 ^ 3 * 


(74.13) 


自旋波量子对热力学量提供一个指数函 
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第八章电磁涨落 

§75. 介质中光子的格林函数 

在着手研究介质中电磁场的统计性质之前，我们首先回忆一 
下在宏观电动力学中对电磁量进行平均的意义. 

为明显起见，如果从经典的观点出发，可以分两步平均.先是 
在给定粒子数分布下按物理无限小体积平均；然后再将得到的结 
果按粒子的运动平均.在宏观电动力学的麦克斯韦方程中包含的 
是完全的平均量.在研究场的涨落时，指的是量随时间的振荡，而 
量的平均仅仅是对物理无限小体积进行的. 

从量子力学的观点来看,关于对体积的平均，当然不是对物理 
量 本身,而只是对它的算符进 行的； 第二步才是利用量子力学槪率 
确定此算符的平均值.下面在本章出现的场算符只理解为第一种 
意义下的平均. 

在实物介质中，电磁辐射的统计性质可用介质中的光子格林 
函数来描述.对于光子,电磁场的势算符起着#算符的作用.通过 
这些算符定义光子格林函数的方式，与通过0算符定义粒子格林 
函数的方式一样. 

场势由4维矢量，= ( A ， A ) 组成，其中 f 三炉是标势，而 A 
是矢势.在经典电动力学中，此势的选择不是唯一的，它容许进 
行对观察量没有任何影响的所谓规范变换(见第二卷§ 18). 相应 
地在量子电动力学中在选择场算符以及在定义光子格林函数时都 

会产生这种非唯一性.我们将使用标势等于0的 规范： 

A °=( p ^ O . (75.1) 

于是场仅由一个矢勢来确定.当涉及电磁场与非相对论粒子相互 
作用时——例如普通的实物介质中的场就属此情况，这种规范便 
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显得方便. 

在此规范中的格林函数乃是三维二阶张量 

D ik ( X ly X 2 ) = -{{ TA ^ XdA ^ X ^ y , (75. 2) 

( 2 ‘， A A 3是三维矢量下标)，此处尖括号[与 (36.1) —样]表明 
是按体系的吉布斯分布进行平均的，该系统由介质及其中的平衡 
辐射所组成；因为光子是玻色子，所以算符為，在其编时重新 
排列中并不改变乘积符号.我们也要指出，為是自厄算符（用来 
表示严格中性的光子)；因此在 (75. 2) 中，不区分為和 ij ®. 

然而，为了建立各种型式的光子格林函数，作为原始槪念，不 


是利用 （75. 2) 而是利用如下定义的推迟格林函数， 


iDU(X lf 


X z ) = 


<A i (x l )A k (X 2 )^A k (x 2 )A i (X i ))j l >t 2f 

0, (75.3) 


(在尖括号内两项之间的负号与玻色统计的定义 (36.19) 相对应). 

对封闭系，格林函数对时间的依赖关系，只通过它们之 
差右=“一“ 来表述.至于坐标 r H r 2 , 在非均勻介质的一般情况 

下，在函数中它们是互相独 立的： D ^ k { t ; r u r 2 ). 此函数只按时 


间进行傅立叶展开;此展开的分量为 


D B ik { co ; r „ r 2 )= ^ ot D R ik ( tir u ri ) dt . (75.4) 

Jo 

在研究按物理无限小体积求平均量时，我们只考察辐射的长 

波部分,此时光子的波矢量满足下列 条件： 

ka《l (75.5) 

(« 为介质中原子间的距离).在这个频率范围内，光子格林函数 

可以通过介质的其余宏观特征量——它的介电系数和磁导 


①在势有任意规范的普 遍情况 ，光子格林函数是 4 维张量[往规范 (75, 1) 
中： 二 =0]. 统计学中光子格林函数普遍的张量的和规范的性质与董子电动 
力学中场在真空 的 这些性 质完全 一样.我们注意到定义口5,2)与第四卷中的定义差 
一 符号.这里选择的定义与其他玻色子(其中包栝声子) 格林函 数的定义是统一的. 
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率 // O ) 来表述. 

为此，写出电磁场与介质的相互作用 算符： 

—-[ i-Ad 3 x. (75. 6) 

c J 

此处/是介质粒子所产生的电流密度算符①.如果在介质中引入 
某种经典的“外部”电流 i ( t ， r )， 那么，相互作用算符与它的关系 
为 

V =—— j ( t f r) • Ad 3 x. (75.7) 

c J 

这个表达式能够把宏观系统对外部作用的响应与一般理论眹系 
起来. 

我们记得，在此理论中（见第五卷 §105), 有一系列离散的量 
〜0= 1, 2,…)，用来表征一定外部扰动作用下系统的行为.这些 
扰动用“扰动力”九(0描述，于是相互作用能的算符形式为 


此处 t 是量〜的算符. 

在微扰作用下，得到的平均值 ^(0 乃是力九(（）的线性泛 
函.对于一切量的傅立叶分量，这个关系可以写成下列 形式： 

无“= ^ CCab ( co ) f ba 
b 

(假设无微扰时 L = 0). 在这些关系式中的系数称为系统的 


①见第四卷§ 53( 在第四卷电流表示为 ej . 即将元电荷 e 从 j 的定义中提出）. 
算符 (75.6) 利用了电流算符的相对论表达式.在非相对论的问题中，可以忽略0算符 
(用之构造电流算符 /) 中与负频（即反粒子）相联系的部分.这就意味着在其中忽略 
了辐射修正，而辐射修正是在计及电子-正电子偶在真空中的虚产生而对光子格林函 
数的修正.在波长即在区域(75. 5 )显然館够满足的条件下，这个修正是非 

■ I I j 

常小的. 

? )94 f 



r 义感应率. 如果〜和心对 于时间反演有相同的行为，而物体 
又不是磁活性的（无磁结构又不处于磁场中），那么量对于自 

♦ « » ■争 

己的下标是对称的. 

此处需要涉及的量和 ； r d 具有空间分布的性质——是物体 
点坐标 r 的函数.在此情况下表达式 P 应当写成下列 形式： 

r ) t a ( t , r ) d B x , (75. 8) 

而乎均值 t 和力 f a 的关系式为 

龙。 • ( r ) = 2 a ab (^； r , r f ) f bm ( r ^ dV . (75. 9) 

b J 

广义感应率现已成为物体中两点坐标的函数，而它们的对称性用 
下列恒等式表述 

a ab ( o )； r f r f )= a b £ J ( co ; r f . r ). (75.10) 

I 

根据久保公式[见第五卷 （126. 9)]，广义感应率，通过海森伯 
算符 r ) 的对易关系的平均值,可表为： 

a o 6 ( a >； r , r , ) = 

» J 0 


(75.11) 

现在我们将流矢量 j 的九 分量看做“力”.则从 (75. 7) 与 (75. 8) 
的比较中看出，与其对应的量 L 是场矢势 A / c 的分量.对比公 
式 (75. 11) 和定义 （75. 3—4) 表明： 广义感应率 a ab O ; r ， 与张 
最分量 

一 Z)? fc (6);r,r’ ） /he 2 

一致. 

由此根据 (75. 10) 立刻可得(对非 磁活性 介质） 

, (75.12) 
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关系式 (75. 9) 具有下列形式 

A imt (r)^r s r’) j“(r’)dV. 

(75.13) 

平均值 X 正是介质中宏观(完全平均，见本节开头）电磁场的 
矢势;以后不再在 A (以及在另外宏观量)上划线.现在考虑，由 
经典电流 i 产生的、满足麦克斯韦方程 

rot 

c c 

的经典场.此处 D 是电感强度；在各向异性的一般介质中，与 
场强的关系为认，二尾 u ; 如果介质是非均匀的，则介电 
系数张量也是坐标的函数： € ik ( o , r ). 

在我们选定势的规范 （75. 1) 里 ，有： 

B . - rot A ., E m = i — A m9 (75.14) 

c 

此处 B 是磁感应强度，它与场强 H 有 M 丑^①的关系.因此， 
对于势，我们有方程② 

公 2 4 汉 

[roti 汛 （ //Jrotnjt) ^ifc] ~ ^ )<•， 

c c 

将 (75_ 13) 形的 A w 代入，我们发现函数 DL 必须满足方程 

* 2 

rot im (fz^lrot nl )~ ^e u Df h (co ； r 9 r f ) 

c 

= — infidiichir — v *). (75.15) 

对于各向同性（在每一体■元内）介质，当张量 h 和归 

①我们记得 ：在宏 观电动力学中，微覌电场强度的平均值表为£，而磁场强度平 
均位为忍并称为磁感应强度， 

© 在这里以及今后，利用记号 rot , 此处是单位反对称赝张是， 


并且， (TOtA)i = TOtiiA t 

• )96 ^ 



结为标量时，这个方程可以大大简化.磁导率一般接近于故 
在本节后面部分我们认为它等于1 •设和^ 
们得到方程 

dx^dx -— 对 *( 叫 r ， t*') 

=—4 jt 方心 太&(1*— r f ). (75.16) 

这样一来，对非均勻介质,计算推迟格林函数便归结为求解一 

定的微分方程 （ M . E . J 13 HJ 10 IIIHHCKHH , JI . II . IlHTaeBCKHH, 

1959) .①. 

在不同介质的分界面上，张量分量必须满足一定的条件. 
在方程 （75.16) 中，第二个变量 r ' 和第二指标 A 不参与对张量 

I 

r , rQ 的微分运算或代数运算，而只起个参数的作用.因 
此，只要求函数(叫 r , r ') 的坐标 r 必须遵守边界条件，而将 
刀匕看成是关于下标〖的矢量.这个条件，与宏观电动力学中众 
所周知的 E 和 H ②的切线分量必须是连续的要求相当.因为 E 
=— A / c , 所以微商 

~T Tt Dfk(t;rfr，) 

或傅立叶分量 

[— D R lk ( o ； r f r f ) 
c 

此时起着矢量 E 的作用.类似地， 

rot “ Z > iJt (6>; r , r ’） 

① 我们指出；函数是数学物理方程中熟知的麦克斯韦方程的格 林函数 ，它 
是 点源场的满足推迟条件方程式的解（以^代替超前 格林函 数满足同样方程）. 

② B 和/>法向分量的边界条件，在给定情况下，不提供任何新的内容，因为 
在以 C - iw ( 随时间变化的场中，方程 divl >= 0 , divJ 3 = 0 乃是方程 rot £ = ia ? B />, 
rot //— — ia>DIc 的推论. 
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(75.17) 

(75.18) 



起着矢量 H ( fi ^= l 时与 B —致）的作用. 

对于空间均匀而无限的介质，函数 Df * 仅依赖于坐标差 r — 
对于按此差值展开的傅立叶分量，微分方程 (75.16) 归干代数 


方程组 




kik 广 duk 




Z ) f *( o >* fe ) 




A 


这些方程 的解: 


D ， k (co ， k) 


An % 


G> l e{cd) /c l ~h z 


8 


ik 


C Z kik' 


6) 2 €( co ) 




(75*19) 


(75. 20) 


根据 (36. 21), 均勻介质格林函数久*通过推迟格林函数 D ?, 
可表为如下形式 


D ik (co f fe) = 


二 Re/^O, ft) +icth^--ImZ>?*(£y, fe). (75.21) 

■ 

当时此式给出 

D ik ( co , fc ) = ReZ > fjtO ， fc ) + isign * ImZ ^ O , fc ). (75. 22) 
函数由公式 ( 7 5.20) 给出；如果考虑到 Ree ( o >) 是 o ) 的偶函 
数，而 Im £( cu ) 是 ct > 的奇函数，则我们在 y = 0时，得到 

O n { co 9 k )= D s ik (\ o \, k ). (75. 2 S ) 

在真空中 eO ) 二 1. 然而，因为在任何介质中当 《> o 时, 
lme ( a >)>0 9 所以与真空对应的是极限 1 + iO . 此时得到表 
达式 


k ) 


ijtfi 


o 2 /c 2 —F + iO 


6 


a 


c 2 kih k 


2 



它与量子电动力学中周知的结果一致(见第四卷 § 77). 
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§ 76. 电磁场的涨落 

在上节开头指出，研究电磁场涨落时,我们涉及的只是对物理 
无限小体积元（而不是对其中的粒子运动）求平均的量随时问的振 
荡.这些量的量子力学算符也应在此意义下来理解. 

电磁涨落理论的基本公式，可以直接由涨落耗散定理的一般 
公式写出（第五卷§ 125). 我们记得，对于一组分立的涨落量心，涨 
落的谱分布可通过广义感应率表为如下公式 

(a ： a ar & ) w = ~- - a a& )cth^p-, 

此处量是时间的相关函数 

< p ab ( f ) = y <^( (0) + (0) t a ( 0> 

的傅立叶分解的分量，而 AG ) 是量〜的海森伯算符.对于分布 
的量心 ( r ) (物体内点的坐标函数），此式可写成如下形式 

= f 灿备[0 ; r 2 , r 】)一《 a& (叫 r 2 )], 

(76. 1) 

此处下标 （1) 或 (2) 代表量在点 q 和 r 2 的数值. 

在上一节已经 表明： 如果量‘是矢势 A ( r )/ c 的分量，则与 
此对应的广义感应率将是张量分量—— 0^ k (< D ： r , ，: r 2 )/ k 2 . 因此, 
立即得到 

(76. 2) 

场强涨落的谱函数可以用简单方法从 (76. 2) 得到. 设炉 
(匕，^; 为矢势涨落的相关 函数； 表达式 (76. 2) 是这个函数 

按^ h — G 展开的傅立叶分量.因为电场强度 
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A 



所以对 £ 分 fl 也有这样的函数 

或者，在傅立叶分 量中： 


2 


(奶='(#)々)）•• 


用类似的方法，考虑到 B - rotA 的关系，我们得到 

( M n Bi 2 )) • = rot (々 rot W A { pA^) mf 

{EVBT). =^rota {AfA^) m . 

c 


(76. 3) 

(76. 4) 
(76. 5) 


通过推迟格林函数表述电磁涨落的相关函数，公式 (76. 2—5) 将 

它们的计算问题，归结为在物体已给边界的适当边界条件下求解 
微分方程 （75.15) 或 (75. 16) ①. 

下面我们认为介质是非磁活性的，则函数具有对称性 
(75. 12), 并且表达式 （76. 2) 取下式形式 

G 4 V ) 光〉） cth |^ ImZ ) f A ( o ; ri , f 2 ) (76. 6) 


我们注意到表达式 (76. 6) 是实的，同时 (76. 3— 4) 也是实的， 
而 (76. 5) 是虚的.这就意味着 E 的各分量之间，以及 B 各分量 
之间的时间相关函数是时间 < = M — G 的偶函数（对于时间反演 
或全是偶函数或全是奇函数的量之间的相关性理应如此).而 E 
分量和 B 分量之间的时间相关函数是时间的奇函数(对于一个是 
时间反演的偶函数，另一个是时间的奇函数的两个量理应如此). 
由此得出£和3之值在同一时刻是不相关的 G 的奇函数在^=0 


①有另一种形式的电磁涨落理论由 C . M . Pmtob <1953) 所发展，而与<76,2— 
5 )等价的形式是 M , 工 JleBHH 和 1^1103(1967) 引 入的. 
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时变4零）.相关函数变为零的 冏时, £和 B 的芘何 双线性衾达 
式(例如坡印廷矢 S ) 的平均 K (取同一时刻)也变为零.不过后一 
情况早就是显然的，因为处于热平衡并具有时间反演不变性的物 
体，不能有内部的宏观能流. 


§ 77. 无 限介质 中的电磁涨落 


在均勻的无限介质中，函数 D ik ( co ; r lf r 2 ) 仅仅依赖于坐标差 
r 二并且是此变量的偶函数[方程 (75. 15) 只包括对坐标的 
二阶微商，因此^^(叫 r ) 和 D ik (co ； — r ) 满足同一方程].对等式 
(76. 2) 两侧取对 r 的傅立叶分量，我们得到 


( A ( pAf ) 




fe) — [_Dti(o)y fc)]*}. 


(77. 1) 


对非磁活性介质,考虑到 （75. 12)，此公式写成下列形式 


(A(PAH 


cth |~- ImZ > f A (6>, fe ). 


(77. 2) 


在各向同性非磁性(// = 1)介质中，函数 Z )^(6), fc ) 由 X 75.20) 给 

出.确定涨落的空间相关函数的问题，归结为计算下列积分 

d z h 


r ) = \ D B ik { co } fe ) e ifc# 


(2兀） 3 . 


用下列公式进行积分 


6 z h 


A : 2 + k 2 (2 jt ) 3 Anr 


9 


He ifc . r d 3 A 


3 2 


e 


F + 


2 


(2jz) 


dxidx^ 4jtr 


第一个公式借劭于下列著名等式的傅立叶分量，得到 


(A —K 2 ) 




— 4 ；rS ( r ). 


(77. 3) 


(77. 4) 


(77. 5) 


微分第一个公式得出第二个公式.结果得到 


參 
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DU ( co ； r )^ 

产 ( 、 . c 2 3 2 1 1 ( CO , - \ / 77 

二 —— h c) ，- k — 2 ~ ^ — — exp 义 V —— sr )? (77, b) 

(jO € 0 ^ (j 3/ 7 \ C / 

此 tb |n — r 2 |, 而根^/二^应当取使 ReV — e >0 的符号；对 

于真空应取 e = = (见下面）. 

因此,稂据 (76. 6) 和 (76. 3), 立即得出 

exp (一子 r)} (77.7) 

(C, M. PbiTOB ，1953). 将此公式中的下标缩并掉[并利用 
公式 (77. 5)], 我们得到 

( E ^ E<^) a 

= 2^cth^-Im [— ^-expf —^~^/^ er \~2 jth ( r ) {. 

2T L e [c 2 r \ c / 」） 

(77. 8) 

用类似的方法，根据公式 (76. 4) 的计算，可得到磁场相关函数的表 
达式,此式与 （77. 7— 8) 不同的地方，是在方括号前没有因子 
此时在 (77.8) 中， 记号 Im 下的5函数的项成为实的而从答案中 
消失.公式 (77, 7—8) 与 e 虚部的关系，显然是强调电磁涨落与介 
质吸收的关系，但是如果在公式 （77.7—8) 中过渡到 Ime—O 的 
极限，我们得到不为零的有限表达式.这种情况与两种(极限介质 
线度的无限大和 Ime 等于零）的过渡的次序有关.因为在无限介 
质中，甚至任意小的 Ime 最后也导致吸收,所以，我们利用极限过 
渡的次序所得到的结果，与物理上透明的介质有关.与任何实际 
介质一样，在这种介质中总要有一些微小而不为零的吸收. 
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hcih ^r lm 


ea> 


A .* + 


dxidxk 



例如,在公式 (77.8) 中作上述的过渡.为此，我们注愈到，在 


Ime 为小正的值时(6>>0), 

VRee (l + * 2Ree ) 

(考虑 ReV ^>0 的要求).因此在 Ime ->0 的极限下，我们得到 

(E ⑴ E ⑵ ) 。 = 条 (H<m (2) ) 0 = ^Sin ^cth 每、 (77.9) 

此处是实的折射率.由于不存在？)函数项，这个公式甚 


至在 A 和 r 2 重合时也保持为有限 


2a> s fin^^fico 


3 


2T * 


(77.10) 


可以在更早的计算阶段——在格林函数中，进行向透明介质 
的极限过渡，考虑到 Ime 与6> 有相同的符号，我们发现，在此极 
限下函数 (75. 20) 采取如下形式 




An % 


2 


/c 2 — 左 2 + i0 • signer 


S 


ik 


c z kih k 

< y 2 n 2 


(77*11) 


( M . M . PH 38 H 0 B , 1957). 这个函数的虚部只与环绕极点 0 二 
士 d / n 的方式 有关： 藉助于 (8.11), 将它分离出来并代入 （77.2) 


后，得到 


(77. 12) 

在此公式中，3函数的宗量具有简单的物理 意义： 这宗量表明，给 
定 fc 值时，场的涨落在空间以的速度传播，这与在该介质中 
电磁波的传播速度一致.对公式 (77.12) 进行傅立叶逆变换,当然 
可以重新得到 （77. 9). 
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在透明介质 ( M 二 1) 中，谱间隔为 do > 的(空间单位体积）电磁 


场的涨 落能量 山下式给出 





2( E 2 ) 


d ( eo ^) 

dco 


+2( ff 2 )。 


do? 

2 rc 


(见第八卷 § 61)®. 将 (77.10) 代入这里，经简单变换后我们得到 


%<o 

~2 


% a > 


co 2 n 2 

tt 2 c 3 


do? 


(77. 13) 


括号中的第一项与场的零点振动有关.第二项给出透明介质 
中热力学平衡电磁辐射的能量， 即黑体辐射 能量.不研究涨落, 
而用相应推广真空中黑体 辐射的 普朗克公式的方法，也能得到公 
式的这一部分.根据普朗克公式，在波矢量 d 3 fc 的间隔内单位体 
积辐射 的能量公式为 


%to 2d 3 ft 

"e^Tr (2^y 

(因子 2 是考虑到两个极化方向).为了得到能量的谱密度，相应 
地应当 用心^ 说代替 d 3 夂并取* = 为了由真空过渡到透 

明介质，只要取&二 W 6?/ c ， 也就是写出 

uco c a dca 

就够了.于是得出所要的结果. 


习 理 

1. 求出 远离物 体的电磁场的 涨落， 该物体处在与之热平衡的稀薄透明 
介质中；辐射陂长以及物体距观测点的距离均远大于物体的线度.物体具有 
各向异性的电极化率 a ih ( oy ). 


①按由 0-> oo 的积分可得到总 能量: 方栝号中的因子2,是因为在我们所采 
用涨落潘函數的定义中，平均直是对按^由 一 oo 到 oo 的积分得到的 [见第 

Z 71 

五亞 022,6)]. 
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解： 浠薄的透明介质可以看做真空.物体的存在使真空格林函数产:生 
微小的变化，据此决定待求的涨落我们以类比法来计算此变化.根据这种类 
比，真空函数的下标 A 已给时，可以形式地看做在 r ' 的某个源 
在 r 点产生的电场 R ( r , rO . 这神类比的根据是，场私 ( r ， r ') [它的势 
4( r ， r ') 也同样]在 r 关， 的情况下和 r , r *0 满足同一个方程—— 
«=〗的方程(75.16).设物体处在点 r = 0 .场为 

^ i (0, r f ) = D ? fc (( y ；0, r ')=/>?*(«； r f ) 

[此处叫 〆 ） 是无物体时由（77.6)表述的£=1的真空格林函数].该场 
使物体极化，同时在 r = :;点产生偶极矩< = (叫 0, r '). 这个偶极矩 

在点 r 也要产生场，它将给出待求的变化 r , ，）.根据电动力学熟 
知的公式（见釘二卷§ 7 2)，在 r = 0 点的偶极矩 d 在 r 点产生的场（以 
的关系依赖于时间）是 


E { =dt 




3 2 


O) 


r/c /r t 


并 II 只要求距离 r 比物体的线度大，不要求比波长大. 


此式可以写成 




nc 2 


D^(co ； r)di 


(注意，函数 /^( o ?, r ) 是变量 r 的偶函数).因而用上述偶极矩，我们得到 

6Z>L ㈣ r, r，） = — ( 叫 r ) a lm D^(co; r f ). 


待求的涨 落相关 函数，现在用一）代替/>?*,以普遍公式(76.3, 


—6) 给出.结果我们得到 


'lm'iD lt il (co ； r i )a lm D^ k (Gy ； r z )^, ( 1 > 

注意，物体处于 r = 0 点，而 q 和 r 2 是远离物体的两点.我们指出，对于涨 
落的贡献不仅来自极化系数的虚部而且来自实部，后者可以看做充满透明介 
质的黑体辐射在物体上散射的结果. 

2. 对磁极化系数为心*(0)的物体，再求解上题 

解 ：在此情况下，把 rot fI Df fr 视为在 〆 点的源在 r 点产生的磁场孖 ( （1*, 


①有磁极化系数，并不一定表明物体是由磁性物质组成的 .. 例如，趋肤效说可 
以将磁场从物泳中排於出去. 
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r，) ( 不是场見本身，而是它的势隼所满足的方程，与函数的有同样形 
式） . 这个场磁化物体，在 r = 0 点形成的磁矩为 

—a u Tot[ m D^ k (co ； 0,r ( ) 

( 用对 W 的微商代替对 r 的微商，是因为考虑到 Z)^ 仅依赖于差 (r 一 W)), 
待求的格林函数的变化，与这个磁矩在 r 点所构成的磁场矢势一致 . 

_ 1 n 

Ai~Tota -~mit ia>r/e . 

L r — 

( 见第二卷 § 72, 习题 1 ). 这样一来 

/ a i oyr/c\ 

bDh(oy ； r t r') = -^rot ir — ja^tot^D^(co ； 0,r f ) 

最后，将 (77.6) 的代入后，我们得到 

bKco; r,r ’） r) a tm rot r mk t ia,r ^ 0 /r r (2) 

(利用 rot mn Vn = em fc „V fc V«=0)- 

3. 在习题 1 的条件下，确定电磁场的涨落，但认为介质的温度远低于物体的 
温度 . 

解： 在习题 1 的计算中，与（】）的花括号的两项相对应，场自然地分为零 
点涨落和黑体热辐射.诟者也由两部分组成 —— 即物体本身的热辐射和介 
质的黑体辐射在物体上散射而形成的场 . 如果介质的温度低，就没有第二部 
分 . 在解题时我们单独计算这部分，然卮从 （ 1) 中咸去 . 设 A(r)=A ( °> + 
A ⑻，此处 Z ⑻是无物体时涨落的场，而 A ⑷ 是波物体散射的场.在大距离 
上， A<«> 很小，在计算？ >( 木时可以忽略 A ⑷的平方领 . 因此，来自散 
射的贡献有 

6 ⑷(鸿 山 (心 

散射场又由第二卷 § 72 的公式给出，但现在的偶极矩应当简单地理解为黑 
体辐射所感应的矩仍引入无物体时的真空格林函数，有 

^i 4) (r 1 ) = -^Df 1 (G) ； r 1 )ai OT (&>)^ c rt 0) (0), 


于是 


m 新从（ 76 . 2) 中取得相关函数 （ 因为在这 m 我们感兴趣的 M 是热 
怊射，应3忽略公式中的零点振动项，即进行代换 
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Y cth 


hoy 

or 




结果得到散射的黑体辐射对相关函数的贡献 

沪） U n A kl ). [ 邱 (叫 r l ')a lm lmDl k {co ； r 2 ) + 

+ %*(«； r 2 ) a ^ m \ mDl i { a > 9 r l )']. (3) 

最疴，为了求出冷介质中的涨落场，应当从 （1) 戚去 (3), 利用张量 D iJfc 和％* 
的对称性，作筒单的变换之后我们得到 

㈣ (o> ； r x ) [Im«' ⑽ ]( 叫 q) 

(4) 

CT 是物体的温 度）. 在此写出的仅是热项； （1) 中零点振动项保持不变，我 
们应注意：定义物体热辐射的表达式 (4) 只与极化系数的虚部有关.按表达 
式( 4 )计算的能流已不等于零，而给出了炽热物体往周围冷介质辐射的热辐 
射强度. 


§ 78. 线性电路中的电流涨落 

涨落-耗散定理还有一个重要的应用，就是 H . Nyquist 1928 
首先研究的线性电路中的电流涨落问题. 

电流涨落是导体中的自由（即无外加电动势而发生的）电振 
荡.在闭合的线性电路中，自然最有意义的是沿导线产生总电流 
为 J 的振荡.下边我们假设满足似稳条件——电路的尺度小于波 
长 A 〜 c / a 则在电路的各个部分总电流/都相同，并且仅是时间 
的函数. 

我们选此电流 •/ 作为第五卷§ 124 中涨落-耗散定理普遍表 
述中的 $(£)• 因此，为了阐明有关广义感应率 a 的意义，我们假 
设在电路中有外来电动势则在电路中能量的耗散为 《 = 

与作为“力”的定义的0 =—籽进行比较[见第五卷 （123. 10)]，我 
们看出， •/== — i ， 或傅立叶分量 = 九. 另一方面，在线性电 
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路中，电流和电动势的关系式为此处 Z (0>) 是电 
路中的复电阻（阻抗).因此，有 

与关系式(幻。二 《( W / 中广义感应率的定义比较，我们求得0!(>) 
^ icolZ ( a >). 它的虚部为 i 

Imas 二 

此处丑 二 ReZ . 

根据涨落-耗散定理， 

(?) «= *cth~- - Ima(a}) f 
对于电流涨落的谱函数，现在得出 

W wSl3 (6>)cth 篆 . ( 78 . D 

如把电流涨落看做是“随机”电动势 UJ a 作用的结果，这个公 
式就可以写成另外的形式.对此电动势我们有 


(g 2 ). —^^(CD)Cthg, 

(78. 2) 

在经典情况下 (^K<T) 


(§ 2 ) 9 ^2TR(cj). 

(78. 3) 


我们再强调一次，这个公式完全与电路咀抗耗散所引起现象 
的本质无关. 


§ 79. 在介质中光子的温度格林函数 

在介质中光子的温度格林函数按松原电磁场勢算符构造的方 
式，与时间格林函数 （75. 2) 由海森伯算符构成的方式相 类似： 

— ri)^f(r2, t 2 )), (79.1) 
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此处考虑到，由千薛定 谔堍算 符的厄米性，松原算符义和 A [根 
据 (37. 1) 定义]彼此相等.然而这些算符本身(不同于海森伯算符) 
已不是厄米的；由于参数 r 是实的，我们有 


lA M (r 9 r)T = [t^ l/t A(r)t- r%t /K ] + = 

= e ' T ^ /% A ( r ) e r ^ /% 

或 

[A 況 (r, r)Y = A M (-~r 9 r ). 

因为函数 （79. 1) 仅侬赖于差 r = r 2 (对比§ 37), 所以可 

以写成(例如取 r >0) 

^ ik ( r ； r l , r 2 ) = — < if ( r , (0, r 2 )>, 

^ ik ( — r ； r 1 P r 2 ) = — <4 f ( r , r 2 ) if (0, rj >. 

比较这两个表达式可以看出 

^ ik (~ r ; r lf r 2 ) =^( r ； r 2 , r ,). (79. 2) 

函数可以按变量 r 展成傅立叶 级数： 


^ ik ( r ； r t , V 2 )^T y ] ^ ik ( C s ； r l 9 r 2 ) e ~ (79. 3) 


并且由于光子遵守玻色统计，“频率” L 取値[对比 
(37.8)]. 对于这个展开式的分量，从 (79. 2) 可以得到类似的关 
系式 


^ ik ( Cs ； r u r 2 )= m ki (— L ; r 2 , rj (79. 4) 

根据一般关系式 (37.12), 这些分量和推迟格林函数,在 t 取 
正值时有恒等关系 

^ ik ( Cs ； r lP r 2 ) = D ^ k ( iCs ； r 2 , r ,). 

在 §75 中已经 证明： 在某种意义下，函数(叫 r u r 2 ) 可以看 
做是外界扰动下宏观系统的一般响应理论中的广义感应率.由此 
得到用等式 （75.12) 表述的这些函数的对称性（对非磁活性介 
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赓).由于 和泛^ 之间的联系，启者同样具有这种性质: 


^ ik ( Ls ； r u r z ) =^ ki ( Cs ； r 2f r { ) (79. 5) 

由此等式以及等式 (79. 4), 现在得出函数乳 n , r 2 ) 对于分立 
变量“是偶函数,因此在它的所有值(正的和负的）的范围内，有 

^ a s ； n , r 2 ) =/> f A (i K 山 • n , r 2 ) (79.6) 

其次,函数 D R ik ( co ; r u r 2 ) 以及一切广义感应率在 o > 的上半虛 
轴是实的（见第五卷§ 123); 因此，从 (79. 6) 得出，在^取任何值 
时，函数 g ^(^; r ,, r 2 ) 都是实的.结果，由这些性质也得出，最 
初的函数您 n ， r 2 ) 是实的，并是变量 r 的偶函数： 

^ ih ( r ； r X9 r 2 ) ^=^ ik (~ r ; r u r 2 ). (79. 7) 

由温度格林函数和推迟格林函数之间的关系式 (79. 6), 可以 
立刻写出在非均匀介质中函数您^应当满足的微分 方程； 为此, 

只要在方程 (75.15) 或 (75.16) 中进行的代换即可.例 

, • 

C 

如,对于 #二1 的各向同性的非磁活性介质，我们得到方程 


=— Aithd ik b(r~~r f ). (79. 8) 

对于均匀且无限的介质，函数 怒 U ， r f ) 按差 r 一 r ' 展成 
傅立叶积分.这个展开分量满足代数方程组 




4 jtA 

^ xjfc * 


k^duk^da^edlCsi) 

c 


k ) 


(79.9) 


并由下式给出① 


^ik(Csyk) 


4 jth 


5^(ii^i)/c 2 -hF 


5 


c 2 kih /c 


ae(i\U) 


(79.10) 


①在实呍应用（对比 § 別）中函数泛 U 总以与 G 的朵积形式出现；阁此 = 0 时 
的发故实 R 上将消除， 、 
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因为函數仄 / LA ) 是通过表征的（在长波范围内 Jca 《 
1), 所以计算它所用的图技术,也就成了计算介质的介电系数的技 
术.此时,后者同样具有确切的图意义，下面就来解释这个意义. 

按规则我们用粗点线表示精确的您-函数，而真空中的函数 
@°用细点线表示① 




(79.11) 


描述您函数的图的一切集合，能够以如下的级数来表征[与函数 G 
的级数 （14. 3) 完全类似]. 


- - Q ™+"•, (79. 12) 

此 处园圈 描述单元图的集合，每个单元不能分为仅由一条虚线联 
系的两个部分.我们用 一 表 述这个 集合.函数 5^ iAr (类 
似于粒子格林函数的自能部分）称为极化 算符. 

(79.12) 的图等式与下列方程 等价： 

• k I : 

wmm ^ 

[与 （ l 4 . 3 ) 到 (14. 4 ) 的过渡比较].解析形式的方程为 

4jt 

(所有因子都是相同宗量 fc 的函数）.此等式右边乘以逆张量 
而左边乘以 奶⑼' 便改写为 

= 1 - 3^ ik / Ajc . (79.15) 

最后,从方程( 7 仏 9) 的左侧取您并且取 e = l 时必汶- 1 的同样 
表达式.我们得到 

^ ik ( Cs 9 k ) = ^rleCilCs I ) (79. 16) 


(79.13) 

C 79.14) 


( T 在这里用点线表示您函数，不会引起误解，因为在本节和下一节，都没有显形 
式的介质粒子成对相互作用能的出现（以前用这种记号描述过介质）. 、 
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由此，在《的上半虚轴上的离散的点集合内，确定了函数 RO ) 

—1] 的图的意义.函数 e ( ilGj ) 在整个上半平面的解析延拓，原 

则上，应当考虑到 Ko ) 在这半平面内不应当有奇异点，并且在 
| o )| -> oo 时 1( D . 

在非均勻介质内极化算符(如间您^)，是两点坐标的函数.重 
复坐标表象内的全部推导，代替 (79. 14) 我们得到方程 

^nc(r i9 r 2 ) = 

= 恣 ^0 】， r 2 ) -hj-' r 8 )^ lm (r 3 , r 4 ) 

^ mk (r 4 , r 2 )d s x B d^x A 
(为了简化，没写宗量 W . 将算符 

TxA t ~ dnlAt + ^ 5nt 

从左边作用到等式上，并考虑到/^⑻满足 e ^ l 的方程 （79.8), 于 
是得到 

^n(r l ,r f )^) lk (r r ,r 2 )d z w , = l€(r 1 ) — l']^\^ ik (r l , r 2 ). 

J The 

由此得 

r 2 )= 暮 -r 2 ) 卜 (i 1“ ，。丨 )-1] (79. 17) 

凝聚介质的结构，以及它的介电性质,由在原子线度 a 的距离 
内介质粒子间的作用力来确定.在这个距离内可以忽略（粒子取 
非相对论速度)推迟作用，这种作用仅对于场的长波成分如《1才 
重要;换句话说,计算极化算符时可以忽略场的长波部分.在格林 
函数必的图中，长波场只通过 (79. 12) 式右侧的细点线来描述. 

①在各向异性介质中应当写 

逆 C . I ) -〜]， 

注意，这种形式的表达式存在空间色散时，即当£«不仅依賴于频串而且还依赖于波矢 
M 时，仍保持其正确性. 
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本节研究的三维张量 切“， 当然只是 4 维极化张量妥,，的空 
间部分.为了避免误会，我们强调指出，它的时间分量没00和混 
合分量沒^绝不为零.而且如同在量子电动力学一样，这四维张 
量根本与势的规范无关.在非相对论的理论中，这个规范不变性 
是显然的.因为，上边已经指出，只要计及与长波场的规范无关的 
非推迟力，即可计算出极化算符①. 

分量切 ㈣ 和切 ( H 可以从4维张量的横向 条件： = 0 中 

得出,此处 ( i ^, fe ) 是四维波 矢量： 

深 oo = Us 1) — 1]， 

(79.18) 

§80. 范德瓦耳斯力的应力张量 

虽然凝聚物体的结构基本上由它在原子距离上粒子的相互作 
用力来确定(如上节末所述)，但在大于原子线度 a 的距离上,各原 
子的作用力——即所谓范德瓦耳斯力同样对热力学量（如它的自 
由能)有一定贡献.我们记得，对于自由原子，这个相互作用能随距 
离以7- 6 而减少(见第三卷§ 89)，而在推迟效应成为重要因素以 


①见第四卷 §100. 借此机会，改正该处讨论时所产生的错误.精确的光子传 
播子您 M 的 4 维逆张量（与第四卷的记号一样)具有如下形式 

^ — 1 _ ^ ^ v \ r 1 h pjc i* 

迓〜 一 迓 ( ffw _ —f J+^r — 

自由光子传播子也与此类似[在第四卷 （100. 18) 中略去这几个公式的第二埂].这些 
四维张量与规范有关，因此不是横向的.然而，关于极化算符是横向的，以及它的规范 
不变性的结论是不变的.原因是 ，传 播子的纵向部分与没有物理意义的四维势的纵向 
部分有关，因而不参与相互作用.因 此它不 因相互作用而改变.所以迓.由于 
等式頌;—双 ~/4; r [ 第四卷（100*1 4 )].由此得出的撗向性以及它与纫⑴ 
无关. 
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后，则相互作用，随 f 7 而减少（见第四卷 §83). 当然，在凝聚介 
质中，范德瓦耳斯力不能归结为原子间成对的相互作用.同时，它 
们的作用半径大干原子距离这件事，使我们得以用宏观的观点来 
研究范德瓦耳斯力对热力学量的影响问题. 

在宏观理论中，材料介质中的范德瓦耳斯相互作用，可以看做 
是通过长波电磁场实现的 ( E . M . 栗弗席兹 ,1954); 我们注意到，这 
个概念不仅自身包括场的热涨落,而且还包括场的零点振动.这个 
相互作用对自由能贡献的重要性就在于范德瓦耳斯相互作用的非 
可 加性： 它不只正比于物体的体积，而且还与物体的形状和相对位 
置的特征参数有关.就是说，与范德瓦耳斯力远程相互作用的非可 
加性特征有关的乃是这样的性质 ，即： 依靠它可以将范德瓦耳斯力 
对自由能的贡献从很大的可加部分中分离出来.在宏观图象中， 
这个性质来 源于: 介质在某一区域的电性质的任何变化，由于麦克 
斯韦方程，甚至在此区域外也导致涨落场的变化.当然，实际上， 
非可加性效应只在特征线度足够小(虽然比原子线度大)时才显现 
出来： 例如薄扳，被狭缝分幵的物体等等. 

在每次计箅电磁涨落对自由能的贡献时，数量级为介质非均 
匀性特征长度(板的厚度，缝的宽度等等）的波长总是重要的.这个 
事实正是宏观理论中范德瓦耳斯力按幂规律减衰的原因.假如某 
一固定 波长為 的涨落是重要的,这将导致力以指数〜 r / A Q 的指数 
函数规律袞减.其次，因为特征线度，以及涨落的特征波长远大于 
原子线度，此涨落的一切性质和它对自由能的贡献，便完全由物体 
的复介电系数来表征. 

我们的目的，是计算作用在非均勻介质上的宏观力①.作为 
推导的第一步，我们先来确定当介电系数作微小变化时介质自由 

① 以卜阐 述的理论属于 1 LE , 和 JLIL jii ^ raeBCKnii , (1959) 
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能的变化(忽略物质的磁性，即导磁率#=1).我们认为，£的变 

化引起系统哈密顿量某些微小的变化&犮.那时自由能的变化为 

bF ={ bHy . (80.1) 

此处平均是按无微扰哈密顿量泣的吉布斯分¥进行的（系统在给 
定温度和体积下).将泣表成 

H= 於 0 + ^ 狡，广紐 = -fi*Ad 3 x (80. 2) 

_ 

的形式此处描述粒子和长波电磁场的相互作用，而及)中 
包含所有其余的相互作用，其中也包括自由粒子和光子所对应的 

项[严格来说， （80. 2) 中的积分应当理解成在某一波矢如《 j 处切 

断.然而最终结果不出现切断参数].算符又是长波场的矢势算 

符.重要的是:对应介电系数变化的算符不包含久一因为 
介电系数只决定于原子距离上粒子的相互作用. 

现在我们在 GO . 1) 中变换到可称之为“长波相互作用表象”中 
的松原算符.•在此表象中算符对 r 的依赖关系，由哈密顿量中除了 
以外的一切项来确定.用和推导 (38. 7) —样的方法，我们得到 


hF= <T r 6 T r cxp 


1/T 

\ fj M ^ A M d 3 xdr , 


(80.3) 


此处〈…％表征按哈密顿量为的吉布斯分布平均.根据选定 
表象的意义，松原算符定义为 

A M ( r , r ) = exp(r 泣。） A ( r)exp (— r 犮。） • (80.4) 

…以 及组成粒子流算符产②的於算符也同样定义.因为片。不 


包括长波光子与任何别的相互作用，所以义和自由光子场的算符 


① 在这一节中取 ft = l，c = l * 

② 为了避免记号的繁杂,我们在此表象省略了本应附加给算符的指标 0. 
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(松原的）一致;当然，对于粒子的0算符就不是这样，因为片0中包 
含粒子之间的桕互作用. 

根据建立图技术的普遍原则，我们把 (80* 3) 中的指数函数按 

P 紐的幂展开以此时在展幵的每一项中，自由场算符的乘积, 
根据维克定理，按通常方式以成对收缩的形式平均.展开的零级 

项(不包括的)给出 <5心——未计及长波涨落的自由能变化.接 


八 


着，平均 AM 的线性项,其结果为零.在场的平方项中，两个算符 


的收缩 给出歡 
表述： 


自由光子格林函数；这项可以用下图 




•级 


、-/ (80. 5) 

(提出的数值因子1/2!是在指数展开时出现的）白圈虚线表征必 W 
函数，而画斜线的园圈是一切其余因子的平均结果. 

我们不想写出最后这个量的显形式；重要的恰好正是 
此处是当系统哈密顿量变化&泠时极化算符的变化， 
用同样方法研究您函数的变化，便容易确信这一点.在算符 
的同一表象中，此函数由下式给出 


^ik(ri, r x ; r 2 , r 2 ) 


〈汐〉 


<T r if 0“ r,)if(r 2 , r 2 )o-) 0 . 


此处 


r\/T 

6-= T r cxp 

J o 长波 

在“相互作用”中不仅包括而且还包括5犮.待求的变化 S 
可由此式按的幂展开的线性项 给出： 

S 您 iit = ^^<T r - if (rj, r (r 2 ,r 2 )exp ^A M 


①在丧达式 & F 中，考察分子的展开已足够，与通常一样，在分母中因子> 9 
的作用，归结为消除能分解成两个忒两个以上不连通部分的图. 
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*d^dr> 0 . ( 80 . 6 ) 

在按的幂展开剩余的指数时，零级项应当 去掉： 因为与它 
对应的是非连通图（缩并 < if ^> 从不含变量^，: r 2 & 其池因子中 

分离出来）.一级项中包含奇数个又算符，因而在平均时变为零, 
最后，二级项在&必 a 中给出用下图描述的表达式 



(80. 7) 


其圆圈与 (80. 5) 中的相同（由于考虑到算符中的“内部” 
箅符4与“外部”算符 if 和 if 有两种缩并方式，此时1/2因子便 
被约去).另一方面，按极化算符定义，在所讨论的近似中，格林函 
数用下列求和式表述 


2) 狄 》— 一 一， 

此处白圆圈是极化算符承 ^/4; r . 因此，这个函数的变分便给出带 
有用 S ^ ik f 4 jt 表示的画斜线圆圈的图 (80. 7). 

在 (80. 3) 中展开的后续各项，乃是对 (80. 5) 图的虛线和园圈 
的各级修正.这些修正将虚线变成精确的函数必 u . 如前所述, 
对的长波修正是很小的，因此马上可以把理解成精确 
的极化算符的变分. 

这个结果可写成解析形式（按变量 r 进行傅 i ： 叶展开之后)① 
bF=bF 0 ~Y r u r 2 )j—8S> ki (^ s ; r 2 , r 2 ) 

8 = —oo 

•d^jd 3 ^. ( 80 . 8 ) 

①我们不给出确定 （80. 5 ) 型图（无自由端线图）记号的一般规则.只要把展汗 
式 （ so . 3 ) 及 （ SG . G ) 的相应项写出显形式， 便容 易建立给定情况下的一般1卽 L 不 LL 
指出下歹;! K 实已足够了. 在 (3 C . 3) 的此项中 ，包 含一对 j 算符的 一 个收缩 
中凫 两对；因为、对收缩冶出一个恐 u ， 所以图 （80.5) 和 (8 L 7) 凡存相反的奸匕， r . 怂 
^(»0. 8 )異有负兮， 



根据 （79.17), 极化算符的变化用介电系数的变化(对各向同 
性介质)来表示： 

h ^ ik ( L s xr l > r 2 )^^ 8 h ik b ( r l — r 2 ) be ( i \ L \, r l ); 

此处的3函数可消除 (80. 8) 中的一个积分.考虑到⑦^是 L 的偶 
函数，将 （80. 8) 改写为 

bF 二 bF 。— 去 f I Cl ^ it ( Cs ； r , r ) bs(i | L |, r ) d 3 ar , 

8 ~0 J 

(80.9) 

此处只对 s 的正值取和,求和号上的一撇,表示零级项应当有因子 
1/2( 这项是有限的；因子 U 消除在匕= 0时的发散性）. 

为了书写今后的公式，除函数这^外，最好构造类似于 (76. 3 
一 4) 式的两个函数： 

^ ik ( L ； r , 〆 ）= — G ^ W ( L ; r , r ; ), 

(80.10) 

妙 “( L ; r ， r ') = rot n roti m ^ i m ( C s ； r , r '), 

则最后可写为下列形式 

oo , 

+ r , r ) be(i \ C S \, r ) d 3 x . (80.11) 

8=0 * 

现在我们利用公式 (80. 11) 来确定作用在非均勻介质内的力. 
已假定介质是各向同性的；现在再认为它是液体.于是，它在每一 
点的状态变化(温度一定时)只能与密度 P 的变化有关. 

我们假设，介质进行等温的微小形变,其位移矢量为 w ( r ). 与 
此对应的自由能的变化是 

5 F =— j /. miS . (80.12) 

此处/是作用在介质上体积力的密度.另一方面，用同一个位移 

矢量来表达变分和即可由 (80.11) 式确定周一个变化 
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hF t 设 P Q ( p ， 乃是 在给定 P 和 7 值的情况下没有考虑范德瓦耳 
斯修正的压强 •. 相应的体积力密度是 / o = - VPo , 因此 

其次,密度变化通过连续性方程 6 p = - div ( pu ) 与位移矢量联系 
.起来.因此介电系数的变化为 

= - §p = — ^£_div(yow). 

op op 

将此代入 ( SO . 11), 按物体的全部体积进行分部积分，然后把所得 
灿 的表式与 (80.12) 相比较，我们得到 


f 二 - VP 。 - 去 H pgrad[^fr,r)~]. (80. 13) 

8=0 ^ 

• * 

»•» 

特別是，这个公式立即可以确定对物体化学势的修正.为此， 

我们写出力学平衡 条件: / = 0.此时考虑到在温度恒定下， 

. -• 

. . • 

bd < I ■ 

dP 0 (p, m〜( P ，Th 

m 

此处" 〆 w 是物体无微扰时的化学势 ( m 是粒子的质量)，则我 
们得到形如 PVP 二0的条件，这里 


/ ▲ /T7\ \ 


(80, 14) 


另一方面，任何非均勻物体的力学平衡条件，是化学勢在体内为常 
数；因此，很明显,公式 (80. : U) 就确定了这个化学势. 

如所周知，所谓应力张量 CT & 可以最完全地描述介质内的作 
用力.与矢量/的分量用下列关系式联系起来： 



(80.15) 


为了把公式 (80.13) 变换到这种形式，首先将它改写为下列形 
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式 


-設+右 2 ’忐!(咖) -崎 h ( r ，叫 

- ⑺忐对 ' (r ， r) 

(为简化起见，在过渡公式中不写出宗量 L ). 前两项已具有所要 
求的形式.第三项写为 

- 丟 2 十(，)杳+ 咖) M 0f ^ r，h 

将函数必 nO , r ') 对第一个宗量和第二个宗量的微商分开，在计 
算最后,使 r 我们利用下列方程[见 ( 7 9. 8)] 进行计算 

奶 *( r , r ') = —4; r‘&(r — r ，）， 

题 h ( r , r ’） = — 4 jt *<5 ( r — r ’) ， 

此处 

A it = Ci e(r)S a +rot im rot ml = Cs ^(r)du ■•- 5“△• 

结果我们得到等式(当 r = r ') 

e ~ m ^2 [ e^ w ih +^ f k ] - ^ f^ n xu 

应力张量最终有下列表达式： 

o ik = -P,6 ik - { - y<5.(i ^»； r) - 

a =0 - 厂 j 




^fi(Cs ； r f r) + e(i^ s , r)^ E ik (Cs ； r f r)~ 


2 


i^i(L ； r 9 r)-h^) H ik (Cs ； r, r) 


(80.16) 


然而，得到的公式还不具有直接的物理意义.因为，函数在 


'-> r 时，以 


r — r f 


的形式趋于无限[藉助于方程 (79. 8) 容易 


相信这一点].这个发散性是大波矢 aa 〜 l/|r — r ' l ) 的贡献造 
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成的,而且只与方程 (79. 8) 不适用干的情况有关.如果不 
明显地引入在大 A 处的切断，这个困难可以避免.为此我们注意 
到，短波涨落与我们感兴趣的、跟介质非均匀性相联系的效应无 
关.此涨落在物体的各给定点对热力学量的贡献，无论是均勻介 
质或是在该点具有同一 Kr ) 值的非均匀介质来说，都是相同的. 
为了赋于公式唯一性的意义，即实际上不依赖于切断性质，因此在 
公式中应当引进相应的减除.就是说格林函数乳 〆 r , r ) 应当 
理解为差值的 g 限 _ 

(80. 17) 

t 9 

此处是均匀无界的辅助介质的格林函数，它与真实介质在该 
点 r 有相同的介电 系数； 这个极限已不发散.在书写公式时，为 
了避免不必要的复杂性，仍然保持以前的形式,但公式中的您 0* 已 
经理解为差值 (80.17). 此时, Po(p f T) 是无界的均勻介质中在 P 
和 T 7 给定时的压强. 

无论在公式 (80. 16) 还是在确定格林函数的方程 (79. 8) 
中, 介质的性质都只以介电系数 e ( iO 作为虚频率的函数而出现. 

我们联想到,这个函数在实频率时与介电系数的虚部,以下述简单 
关系相 联系： 

e (01+* J 。学學2 do (80.18) 

(见第八卷§ 62). 因此可以说,在材料介质中，确定范德瓦耳斯力 
的唯一宏观特性量,归根到底乃是它的介电系数的虚部. 

公式 (80. 16) 在形式上，精确地对应于宏观电动力学在恒定电 
磁场内麦克斯韦应力张量的著名公式，此时 E 和 ff 分量的平方 
组合，用相应的函数② ft 和 <0?* 来代替.然而，这种类比并无太 
深刻的 意义： 它绝不表示交变电磁场也有吸收介质中应力张量那 
样的一般表迷式(作为介质的特性量其中只包含介电系数）.在这 
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种 情况下，我们遇到的不是任意的电磁场，而是介质中处千热平衡 
的固有涨落场. 

§ 81 . 固体间相互作用的分子力 • 一 般公式 

我们应用上一节得到一般公式去 
计算固体间的作用力.这里唯一应该 
满足的条件，是两固体表面接近的微 
小距离必须大于固体中的原子距离. m 17 

正是这个条件，允许用宏观的观点把研究的物体看做连续介质，而 
把它们的相互作用看做是通过涨落电磁场实现的.此时重要的是 
这样的涨落，它们的波长达到问题的特征长度一物体间隙的 
宽度的数 a 级①. 

我们用标号1和2表征属于两个固体 的量， 而标号3是属于 
它们的间隙(图 17) 的量.设间隙是平面平行的；： r 轴垂直于平面 
(因 此物体1和物体2 的 平面是 z = 0 和的面，此处丨是隙 
宽）.作用在单位表面积(例如物体 2) 上的力，可以看做通过这表 
面流往物体的动量流来计算.动量流由间隙【处电磁应力张 
量的 0 分量给出.在真空中 e = 1, (80. 16) 的0^表式归结为② 

co 

n— 0 

+ 财 H D +^ fACn ； l,D ly O}. <81.1) 

(本节用字母对表示求和记号）. 

由于在7和^方向上问题具有均勻性，函数只依赖于差 



參 


① 82 的结果厲于 H ：. )^1^11^3(1953) 

② 中间的计算取 A = = 
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和 2 —〆 [在 (80.1) 中没写出宗量 y — y ’ 和$怎， 
是按这些变量展开的傅立叶分量.则 

^ ik ( Cn ； r , r ) = ^ ik ( Cn ,^； X , x ) (81.2) 

对函数这^(“， $6/), 方程 (79.8) 取如下形式（矢量 a 方 
向沿 y 轴） • 


W 


V) 


—士)必《(:， 怎 ’)=— “&0 —； p ’)， 

—g 2 — 士 ) 您⑽ o, 〆） +ig 

= 一 4jr6(ar 一 〆 ）， 


tv 2 0 x y(x, x>) =0, 


w 2 0 x £ ( x , x f ) +\ q ^-~^ yx { x f x r ) = —4jt& 0? —〆 〉， 

ax 

此处 《?=( ed + g 2 ) 1/2 , e = c ( i ^ n ), 而 〆 起参数作用（分量泛 lr 
^-0, 因为它们的方程是齐次的 .）. 解这个方程组归结为只解 
两个方程： * 


Z 


W 


d 


2 


dr 2 


r 

^0 zz (x y x f ) = — 4^6 (x — x f ). 


w 


2 




ed 


解出之后,和由下列方程确定 

您 a if ( x , z f ) = — iq / w z ~^^ yy { x 9 x , ) 


(81. 3) 


(81.4) 


An 


您 XX (戈 ， ^ ， ) = — - — 




(81.5) 


此时应该考虑到，由于 (79. 5),^ x ( r , rO 二私 〆 r ), 因而 

t 

^VzCQ) A ?， iT ') 二 这 〆，；!?)• 
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与电磁场强度切线分量连续性相对应的边界条件，归结为 
^ yk , ^ E zkf ^Vky 的连续性或者必仲 ， ^zky TOt yl ^ lk9 TOl zl ^ lk 

量的连续性. 

利用 (81. 5) 的第一等式，得出 

翅„, ^-^) zzf ^ vy ^-L (81. 6) 

dx W GX 

在分界面上必须连续. 

因为考虑到只在间隙区域计算应力张量.所以立即认为 o < 

X ，<1. 在 0< X < 〖区域，函数恐抑和歡„由 e = w = w 3 = al ^- 
g 2 ) 1/2 的方程 (81. 3—4) 确定.在区域10<0)和区域20>0),这 
些函数仍然满足将 e , 切取做心叫和 e 2f w l 的那两个方程，此时 
方程的右侧均为零（因为在此 

根据 (80.17), 所需要的减去，应归结为从间隙区域中的所有 
函数这^减去这些函数在 ~ = h = l 之值.从而，特别是，可以忽 
略 (81. 5) 的第二等式右边的第二项,于是在间隙区域 

〜 = ~wi g n = — !| 去爲 *. ( 81 . 7) 

在解方程之前，还要做一注记.方程 (81. 3— 4) 的一般解的形 
式是广 O — 〆 ）+/+(0： +怎'）.利用方程 (81. 3—4)， （81. 7) 和函数 

及奶?*的定义，可以证 明：与 之和有关的那部分格林函 
数泛 和这 J ?*, 对于力的表达式 (81.1) 没有任何贡献.在此我们不 
讲这个问题,因为这个结果从物理考虑中早已 看出: 如在形为 /+($ 
+ 〆 ）的解中取 px ，, 我们就会在间隙内得到与坐标有关的动量 
流——这与动量守恒定律相矛盾.因此，今后在结果中我们只引 
用与 + / 无关的那部分格林函数的表达式. 

现在我们来求函数奶它满足 方程： 
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•2 


2 



il 

da: 2 

dx 2 

d 2 

da : 2 


) Kar , 〆 ) = 0, 

)紙^0, 〆 ) 二 0, 
>«(>， x f )~ — 


ar<0, 


ifz , 


(8L 8) 


4rrh(x — x f ), 


由此得到 


^ zz = Ae w ^ x , z<0 9 奶 zz = Be^ f x>l. 


m 


zz 




2 tc 

w z 


e ^ w ^^ xf \0< x<L 


在最后表达式中已考 虑到： 由于 ( 81 . 8 ) 第三方程中的微商 
在^ 〆 处有等于 4 兀的跃变.因这 L 和 d ^) zz / dx 需要连续的边 
界条件来确定 A f B f C ^ C 2 ( x f 的函数)，之后我们得到 


^-chw 3 (x-x f ) ~~—e ^ ]x - xt] ,0<x<L 


w s A 


w s 


此处 


△ — j c ita,l(w l +W 2 )(w 2 -{-W i )^ 

{ w l — w z ){ w 2 ~ w z y 


减去為 1 在 = (此时 l / A 二 0 ) 的值，最后我们有 




zz 


ty 3 Ai 


chw 3 (x~-x f ). 


类似地解您的方程，我们得到(减去之后) 


m 


yy 




-chw s (x — x f ). 




( eiw s ^ w 1 )(€ 2 w 3 ^ w 2 ) 

(eiW^—Wi) (€ 2 ty 3 —«j 2 ) > 


并利用 ( 81 . 7 ) 得 


處 = —^^^ sh«? 3 (x — a :'). 


0 


XX 


^ k chW3( 卜，) . 
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现在算出函数奶％和忽 ？*， 根据 (81. 2), 将他们变换后，代入 
(81. 1), 我们得到 

尸⑴ = -長言: 1 0 W 3 ( i + ir ) qdq ' 

. d •• 

最后，根据的关系，变换到新的积分变量并 
返回通常单位,我们得到作用力的最终表达式，即作用于被宽度为 
I 的间隙隔开的 、杨 体之一的单位面积上 的力： 




t 


P 




- 1 ]" 1 + [器 驗三以 叫 ㈣ - 1 ] -1 卜 

(81. 9) 

_ _ . 、 . 

此处 «] = VeT— 1 +史 2 , s 2 ^\/( e z ~ l )+ p 2 , Cn ~ 2rcnT / h f 

A，e 2 是虚数频率 = 的函数;联想到 e(i〖) 是正的实值，它从 
$ = 0时自己的静电值 e Q 单调减少到 s = oo 时的1① .P 的正值对 
应于物体的吸引力 .（81. 9) 的每一求和项的被积式都是正的 ，并且 
对每一给定 P 和 匕的值 ，都随 Z 的增长而单调减少②，由此得出， 
^>0,d^/d^<0, 也就是由空隙分开的物体，以随距离增加而单 
调减少的力吸引着. 

一 般公式 (81. 9) 是很复杂的.然而，通常由于温度对相互作 
用力的影响完全不重要,故此公式可以大大简化③]问题是，由干 
在( 8 1. 9 )中的被积式中存在指数函数，故在求和中只 有“〜 c" 


① 推导公式 ( S 1.9) 时， 假设两个物体是各向同性的.因此 ，它对 晶体的应用与 
可以忽略介电系数的各向异性有关.虽然在大多数情况下这是完全允许的，但应注意 
到，一般来说，物体的各向异性，还导致特殊效应——出现使物体趋于相互转动的 
力矩. 

② 只要指出，对于 — l + P >1), 当 £>1 时，有不等式 p > s > 

P , 就容易相信这一点 . 

③ 在阱到温度影响时，我们不考虑介电系数本身与温度有关的方面 T 
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或 7? 〜 d/W 的项起主要作用.这样一来，在泣/4《1的情况 
下，大 n 值才是重要的，因此在 (8L 9) 中，可以从求和过渡到按 
dn = MS/27rT 的积分.此时，温度从公式中消失，从而我们得到 

_ i ^ 

如下结果： 

六 i*oo fca 

F ( z ) ^ wU ^ 3 

, [(s i -\-pe l )(f! 2 + pe 2 ) /2K 

十 L (A—Kl)(s 2 — 州） P \ C 


dpdC. (81. 10) 


(s l -hp)(s 2 -i-f)/2pC l \ 1 ' 

(Si — pXsz^pA c ) — 


据上所述，此公式适用于 Kc%!T 的 距离; 在室溫下此式给出的距 
离甚至达到〜 10_ 4 cm. 公式 （81. 10) 在两种极限情况下还可进一 
步大大的简化 • 


§82. 固体间相互作用的分 子力. 极限情况 

、 〆 •， 

\ 

首先我们讲述“小”距离的极限情况，这个“小”距离，意味着它 
比给定物体的吸收谱的特征波长; U 小.至于讲到凝聚体的温度, 

I 

在任何情况下它都小于在此起作用的例如，在可见谱段)，因 
此不等式 Ti/nc<i 显然是满足的. 

由于被积式的分母有指数函数因子,在按办积分时金要的是 
pU/c 〜1的区域.此时，^»1,所以在确定积分的主要项时可设 
s^s 2 ^v. 在此近似下， （81.10) 花括号中的第一项变为零.第 
二项在引人 z = 的积分变量后给出 


F ( l ) = 


% 

「03 l*CQ 

( e l +1) («2 + l) p r -i 

26jt 2 Z 3 j 

oJo 



dxd ^ 


( 82 . 1 ) 
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(在此 近似下 da ? 积分的下限用零来代替)①. 

在此情况下力与距离的三次方成反比，不过，我们期望，这对 
应于两个原子间范德瓦耳斯力通常的规律（见409页的底注).函数 
叩5) —1随 S 的增加而单调减少并趋于零.因此，从某个5〜^开 
始“值在积分中就不再提供主要的 贡献： Z 小的条件表明必须有 

我们证明 •_ 如何能由宏观公式 (82. 1) 过渡到真空中的个别原 
子之间的相互作用.为此，我们形式地假设两个物体都足够稀薄. 
从宏观的观点来看，这意味着它们的介电系数接近于1，也就是差 
q — 1和 e 2 ~ l 都很小.则从 (82. 1) 得出所需精度的公式 

F = 6 wO / e " I(£l ~ 2) (£2_1) ^ = 

⑽一 1][e2 ⑽- 1 ] 屯. 


在实轴0上将 KG ) 通过表达出来，根据 (80.18) f # 


F 


% 


BjtH 



0 


oyicozlmsiico^lmezio)^) 

一 (① j + Oi + P ) 


d^doidcoz 


% 


16 jt 3 Z 3 


^edco [ )lme 2 (co z ) ^ ^ 


0 


COi 十叫 


2 


(82, 2) 


这个力相当于原子以下式的能量相互作用着, 


①当《由 oo 变到1时，下述积分 

a_ 

2 J 0 ae ^— 1 

的变化 不大： 由 1 到 1. 2 . 因此实际上可以足够精确地将公式 (82.1) 写为下列形式 

F=h 75= 一 n[ 〜（ K)-n d . 

量 5 对于两个物体的吸收谱来说起着某种特征颊率的作用. 
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U(r) 


， —_flmr (叫 )Ig^ dQid 吣 , (82 . 3) 

%7 t li^UzT ) J 叫 +0> 2 

此处 r 是原子间的距离;《 2 是两个物体中的原子数密度①.这 
个公式与普通微扰论应用于双原子偶极相互作用而得出的著名的 
量 子力学伦敦公式一致（见第三卷§89,习题）.在对比中应考虑 
到的虛部与“振子力”的谱密度 /(«) 有如下的关系 

G>\me(co) e n f(co) 


( e ， m 是电子的电荷和质量；见第八卷§ 62); 振子力用已知的方法 
通过原子偶极矩的矩阵元的平方表述[见第三卷 (149.10) 上 

我们来研究相反的“大”距离情况為.然而，此时我们认 
为距离仍然不致大到打破不等式 ZT / ftc « l 的程度. 

在公式 (8 L 10) 中重新引入新的积分 变量; r =2# S / C ， 但作为 
第二个变量的不是纟,而是？.则心和以是宗量 K 二 kc /2# 的函 
数.但由于在被积式的分母中存在 e % 在按 da ; 的积分中，有意义 
的是 x ^ l 的各值，因为则在大值丨情况下，函数 e 的宗量 
在变量的一切重要区域都接近于零.与此相应，我们可以简单地 
将〜，以以它在卜0的值、也就是用静电介电常数 e 1Q , 〜来代 
替.这样一来，最后 


F 


he 


32 jt 2 1 


V 


(^10 + ^) (520 + ^) c r_ 2 

(s 10 — p)(s 20 —p) 



(^IQ +WlO) ( 占 2(t+ 押 20) 
(5 io — ySio ) ( S 20 — 


e 


dpdx 9 


( 82 , 4 ) 


s 


V^IO —— 1 +? 2 > Szo = ^ / ^20 —— 1 + p 


①如果原子 1 和原子2的相互作用势能是? 7( r ) 那么被宽为 t 的空隙 

斤分开 的两个半空间中，所有原子的成对相互作用总能量等于 u ^= - ajtn . m/niK 

力是 f = ^ 二 < nrnw 2 / 6 P . 这就是公式( 82 .2)和 (82 J ) 的对应关系. 
dl 
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力随距离（如厂 4 ) 而减少的规律，在给定情况下考虑推迟时对应 

I 

P 

于两原子间范德瓦耳斯力的减少律（见下 面). 

当两物体是金属时，公式(幻. 4) 归之为十分简单的表达式•对 
于金属，当0时，函数 e ( iS )— ①；因此,对于金属应认为0 = ©0. 


取 OO , 我们得到 


F 


%c 


16 jtH 


x^d^dx jt 2 方 c 


%! 


0 


240 Z 


(82.5) 


( H . B . G . Casimir , 1948). 这个力根本与金属的种类无关[这性 
质在小距离处不出现，此处相互作用力不仅在 S = 而且在所有 


5值的精况下都侬赖于函数 KG ) 的行为]. 

图18是函数0 〆 ^)的图，此函数确定两个相同电介质(心 o = 



扑 0 ) 



e 20 = q ) 之间的引力.公式(8 2 . 4 )的形式如下 


F — 7t 2 fic /e Q ~l\ 2 
_ 240/ T \ e 9 + T / 


牛 u ⑹ 


(82. 6) 


在这个图上还给出函数 Am 的图.此函数根据下列公式①确定电 


①当 £ 。—>1时，函数 6 m 和么 m 值分別趋近于0. 35 和0.4 6 .这与极限规律 
(82.3) 以及本节习题 （1) 式;相对应，当 G — oo 时，两个函数趋近于与公式( 82 .5)相应 
的数值 1. 
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介质和金属 (>1。= £。，^=00)之间的引力. 


(82. 7) 


类似于以前 (82.1) 所做的，我们在 (84. 4) 中，过渡到个别原子 
间的相互作用.在 Q — 1很小的情况下，我们有 


So~p 


e 0 — 1 


积分 (82. 4) 取下列形式 


，《。—(疗。 - i)(- ：?+▲)， 


F 


由此得 


he 


32 jzH 


(^io — 1)( 疗20 _ 1) I x z c~ x dx 


ri~2p 2 +2f 4 


•r 


8 沪 


6 


办， 




F ^V~^? (ei0 ~ 1)(€20 ~ 1)m 


(82. 8) 


这个力相当于两个原子以能量 


U(r) 


23 hc 


(82. 9) 


相互作用，此处叫，灸是原子静极化系数0。=1+4们^).公式 
(82. 9 )和量子电动力学在足够大的距离上(此时推迟效应已甚为 
重要)，对两个原子间引力的计算结果相一致(见第四卷§ 85). 

最运，我们研究使不等式 lT // ic»l 成立的大距离，这与可能 
忽视温度影响的要求相反.在此情况下 (81. 9) 的所有求和项中只 
需保留第一项.然而，其中不可一幵始就取》= 0 ,因为这要产生 
不确 定性： （因子 G 变为零， 但对办 积分是发散的).如果开头就 
用新的积分变量 x = 2 fUlc 来代替？，这个困难就可避免（从而 
因子 G 消央）.然后取 t = 0, 我们得到 


F = 


T 

16 jtZ 



(g 10 + 1) (^20+ 1) x 
( e lQ — 1 ) (^ 20 一 1 ) 


dx 


(82.10) 


这样一来，在足够大的距离上，引力减小变得慢了，又重新出现规 
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律 r 3 . 但系数与温度有关 [(81.9) 求和中的一切后续项都随 f 
增大而作 指数衰 减].条件 IT / Mc » l 本质上是经典性的条件 
« T , 此处似〜 Z / c ). 因此，自然地，（8 2 .10)中不包含 S ①. 


习 m 


试求原子与金属壁在“大”距离上的相瓦作用规律. 

解： 单个原子与凝聚体的相互作用，只要将其中一个物体（设为物体 2) 
看做是稀薄的介质就可得到.如认为 I 很小，并取^ = ^«,从（82.4) 
得到 

「, r 3 e -吼「办 __3 ^.c («20 — 1)^ ⑴ 

32jzH 4 Jo i^p 2 S2jtH* 

如果原子与壁之间的相互作用是原子和壁之间的距离)，则 
被空隙？与壁分开的半空间内，原子之间的相互作用能为 一 an /3 Z 3 , 而 
力，=(1^以=抓/2 4 ,因此，得到的 P 值对应于单个原子与壁以如下能量 
相互吸引： 

U(L)^-Za t 1icI^nL A ( 2 ) 

(H. B. G . Casimir,D. Polder, 1948). 

对于原子和介电壁的相互作用，同理可得下列结果 


U (L) = - 


3 Hca 


二卫 

+ 1) 


Oio) 


其函数多 ai 如图 18. 当1时，此函数趋近于与公式 (82.8) 相应的值 
23/30 = 0.77, 


§83. 液体中相关函数的渐近行为 

长波电磁涨落也使均勻液体密度涨落的相关函数具有某种特 
殊性质. 

① § § 81,82得到的公式，能够推广到固体间隙内充以液体的情况，以及在固 

体表面上有薄液膜的情况：见 H*E, E. M. 叫， JLIL HHra&BfK' 

涵,78,381,1963： Advan, in 尸 Ay. 10. 165,1961. 
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我 们记得 （见第五卷 § 116)，相 关函数 v(r) 的定 义是： 在空间 

W 点粒子数密度〃的涨落乘积的平均值为 

< bn ( r !) 5 n ( r 2 )> — - 、「 nv(r) ， 

r = r 1 — r 2 . (83.1) 

相关函数与粒子间的相互作用有关，它在大距离上的渐近行为，由 
这个作用的远程范德瓦耳斯部分所决定.因此 v ( rO 和范德瓦耳力 
一样，随距离按幂的规律减小 （ LEnderby ， T . GaskeU ， N . H . 
March , 1965). 

当然这也反映在相关函数傅立叶分量 v ( k ) 三 v (幻的性质上. 
如果液体粒子间的相互作用只是作用半径数量级为原子线度《的 
力，那么函数 v ( r ) 将随距离按指数为 r / a 的指数函数规律而减 
少①.在傅立叶分量的术语中，这意味着， v ( A0 是如的正则函数， 
它在 ha《l 的情况下是按 b 的偶次幂展开的.远程力在 A : 〜 1/ A 0 
(而不是 * 〜1/«)的区域内，在 v ( A0 中已经使明显变化的项[以 Vi 
⑴表示]出现,此处 A 。 是液体谱中的特征波长 ( Ao » cO . 在 Ica«l 
的区域内，参数可小 可大； 函数〜（幻在这区域内具有奇异 
性质. 

为了计算相关函数，我们利用此函数与物体自由能对其密度 
的二阶变分微商的关系.按定义，这个微商是自由能的变化与密 
度涨落（当温度给定时)的关系式中的 A 

^(\ r l — r 2 l ) bn ( r l ) bn ( r 2 ) d 3 Xid 3 Z 2^ ( S 3. 2) 
这个函数的傅立叶分量4 ( fc ) 幻与 待求函数 v ( A ) 的关系为 


①这里所讲的情况是液体处在溫度 T 〜 G (& 〜 Ku ! a 是液体的“德拜温度”）并 
且远离临界点.在临界点附近，相关半径是无限增长的 （见 第五卷§ § 152, 153) .在 
的低温下,相关半径也能增长到 W / T 的数量级（见下面的 §87). 



心 1 (83 * 3) 

[见第五卷 （116. 14)]. 我们强调指出，这个公式假设涨落是经典 

的，它要求此处《是波矢为&的振动频率.取《〜^/(此 

处 M 是液体中的声速)，我们得到条泮 

% ku《T ， (83.4) 

这与距离7*»舢/^相对应. 

与短程作用力有关的函数 4( 幻的“正则”部分,按&的幂展开 
到第一项(当如《1)并用6来表述它,可写出 

♦ + (83.5) 

此处是我们感兴趣的函数400的“奇异”部分①.由于范德 
瓦耳力比较弱，因此，将 (83. 5) 代入 (83. 3)，结果可表为 
如下形式 


1—(83.6) 

a 

因为 v (幻跟 4( 幻是线性关系，所以函数 v ( r ) 在大距离上就是 

v(r)=(r). ( 83 . 7 ) 

(83. 6) 中的第一项(不依赖于 fc ) 对应于近程作用力(忽视其作用 
半径时)形如 constd ( r ) 的坐标函数. 

我们从自由能变分的公式 (80.11) 出发，来确定 A ( r ), 在公 
式中写出 


3e(i^, r) = —^^ hn(r) m 


(83. 8) 


我们看出，表达式 


①常数&通过液沐的热力学量以 b == \(^) 来表示(见第五卷§ 1记)_ 




4)4 



r )^ 


乃是自由能对密度的一阶变分微商.同样，对于二阶微商,应当变 
分这个公式，亦即求① 


士2⑽馳 




(83. 9) 


必函数本身满足方程 (79. 8): 


9 2 


dx t dx 


— r)di 


^n(L ； r f r f 


=—4^5 u 8 (r — rO , 

而它的变分给出 0 函数的变分 方程： 

• ， 

I 

, • • 

~^4Se(\Cs 9 r)^ lk (^ ； r 9 r f ). 


(83.10) 


h 0 lk ( ts ； r , r f ) 


(83.11) 


只要根据 (83. 10), 注意到“非微扰”格林函数就是这个方程的 
格林函数，方程 (83. 11) 的解便可立即 写出； 因此， 




Cl 


4jtfic z } 




r", r)dV f . 


[在此也用了必 〆 最后，将(8上8)代入此 

T 

式,然后与 (83. 9) —起，我们得到二阶变分微商 


< Pi ( r ) 


T 


(4jthc 2 ) 




dedL ) 

dn 


^LCCs ； r lf r z ).(S3.l2) 


①只有函数 SFh 变分.壶分函数 e 在 0( r ) 中将出现与远程作用力无关的、形 
如 const *?>( r ) 的项. 
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(r= In — r 2 |) .当7'>魴/^ ? 时这个公式连同(83.7)给出待求的 
相关函数 vO) 的普遍表达式 ( M . n . KeM0KjiHA3e, JI . M . IlHTaeBCK- 
HH , 1970). 


前面所取波矢量的条件 （83. 4) 等价于距离的条件 
这个条件之外如果再限定 r 值的 上限： 


hc/T^>r^>%u/T 9 (83. 13) 

那么,在求和中大*值将是重要的,因此对离散“频率”^ =2贫7^/光 
求和，可用对 6 s = mi 2 jtT 的积分 代替： 

V(r) 、K 士_况） n ( S ; r i ， r 2) !§• (83.14) 

在 ( W ，6) 做 K 的代换，就得到函数这进行微商并且平方 
我们得到 


^(70 = 

w-=rC-/~e(iE)/c. (83.15) 

将 (83.15) 代人 （83. 14), 得出相当复杂的表达式.然而在两种极 
限下它可以简化. 

在“小”距离的情况 ( XCA 。. 对比§ 81), 在积分中£〜 c / A 的 
区域是主要的;此时，因此在 (83.15) 中可以用1代替指 
数函数因子，而在括号中仅保留最后一项.则得 



v ( r ) 


A 


A 


ShT 


16; r 3 s 6 2 


9 g(iQ 

dn 



-—^-,7-^0. (83. 16) 
( iC ； 


这个函数的傅立叶因子①为 


① 


在空间的球坐标内，直接积分可得 



ik . r-^kjgv 


d^k 

(2 jt) 3 


厂 （ v +2) sin ( ffv /2) 

2 jr 2 r vfs 


为核对公式 ( 83 .： l 7 ) 所需的积分是而为核对公式 （83.19) 所需积分的计算則是 
v = 4 时的 


_ 
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2 


v(k) 


( 83 * 17 ) 


在“大”距离的相反情况 (r>A 0 ). 积分中 S 〜 c/r 《 c/Ao 〜 M > 0 
的区域是主要的.因此，可以用静电值 O 代替 e ( iS ) 并且可以将 

(^) 2 从 ( 83 . 14 ) 的积分号下提出来.此后积分就简单了[此时 
(8 S .1 5 ) 的一切项都给出同一数量级的贡献].结果得到 


v(r) , B -— 

， ^~ 647t 2 e V2 nb 2 

这个函数的傅立叶因子为 

v(fc) =~Bi 4 lnMo, 


3 e 


2 


Bn 






kA 0 <U 


( 83 - 18 ) 


( 83 . 19 ) 


§84. 介电常数的算符表达式 

a 

本节我们用电荷密度算符的对易子得出介质介电常数的有用 
表式 ( P . Nozieres ， D . Pities , 1958). 这个公式与考虑到电磁场特 

性的久保公式相似. 

我们所研究的均匀介质，介电常数不仅有时间色散而且有空 
间色散.这就意味着感应强度 r ) 不仅与以前各时刻的、而且 
与空间其他点的场强 EG , r ) 的数值有关.这样的依赖关系可以 
表为一般 形式： 

Oo 

Di ( t ， r ) 二尽 （<, r ) r f ) E k (t — r , r — r ') dVdr . 

0 

( 84 * 1 ) 

对于〜 exp [ i ( fc _ r — oO ] 的单色场，这种关系归结为 

^i = k)E k y ( 84 . 2 ) 


此处 
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(84.3) 

0 

我们只研究这样的介质，它不仅是均匀的、各向同性的而且不 

具有天然光学活性.这样介电常数保持为仅由波矢量 fc 组成的张 

* > _ 

量.这种张量的一般形式为 

〜 * = 6 (公’ （ o ’ fc )( — )• (84.4) 

标量函数〜 和〜 分别称为纵向介电常数和横向介电常数.如果 
场是有势的， Es — v % 则对于平面波， E 平行于波矣 ( E == — 
ifc 彡)，因而二心 £• 如果场是有旋的 ( div £ = ifc.JS = 0) J «£* 
直于波矢，因而 

我们注意到（见第八卷§ 83), 这祥描述介质的性质时,把微观 
电流密度的平均值 p ^( p 是电荷密度)分成两部分■和 crotM 

已经失去意义.此处 P 是电极化强度 ，而 M 是介质的磁化强度.换 
句话说,麦克斯韦方程可写成如下形式 


rotE = 


13B 
c dt 9 


rotB = 


IdD 
c dt 


(在磁感应强度 B —^微观磁场强度的平均值 之外) 不必再 引入矢 
量 故 微观电流平均结果所出现的各项，都假定包括在定义 D 二 

_ 3P 

E + 4 jtP ， 户•幻■之中 • 

在应用中，最感兴趣的是纵向介电常数.我们通过考察系统 
对（由系统外源产生的）有势电场£；外 =— V0 外的响应，来 引入纵 
向介电常数的算符表达式. 

系统与此场的相互作用算符可写为 

, r 

k - 

暴 

叫 (84, 5) 

* 438 • 



此处是系统中的电荷密度算符.将此公式与一般公式 (75. 
8 ) 相对照，并将0外看做“广义力” /. 根据 （75.9—11), 我们立即 
得到平均电荷密度按时间的傅立叶 分量： 

久⑺=-女 Je u * < W)/) (0, r’) 一/) (0, r’)/K ，， r) > 

(r f )dVdi. 

在此，也过渡到按空间的傅立叶分量并考虑到系统的均勻性，因而 
对易子的平均值仅依赖于差 r 一 我们得到 

p a k=a(co, k)<p^ k9 (84, 6) 

此处 

a(6>, fe) = — e i(at - k ， ry ift(t,r)p(0,0)—fi(0, 0) 

fi(t,r))d 3 zdt. (84.7) 

电荷的于均密度与介质极化矢量的关系为 P = — divP (见第 
八卷 § 6) .其傅立叶分量由此得出 

i fe * P^k = — fe - E ak • 

4 jt 

另一方面， =—4 jtPm 此处 p * 是产生外场的电荷密 
度.感应强度 D 与此电荷密度以方程 divD 二一 4; rp * 相联系.从 
这两个方程得出 



最后,将此表达式代入 (84. 6), 我们得到待求的纵向介电常数 
的表达式 

i^fer =1+ i^ (a,,fe), (84 , 8) 

严格说来，（ 84 . 7 )中的 r ) 应当 理解为 体系中所有粒 
子——电子和核的电荷密度算符.然而，通常在0 >和&值的一切 
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重要区间，对介电常数的贡献主要来自电子;因此 A 可理解为 
- n ), 此处 A 是电子的密度算符，而 S 是它的平均值. 

公式 (84. 7— 8) 还可以进一步变换，将其通过算符的傅立叶 
分 fi 的矩阵元来表示.为此,预先将 （84. 7) 改写为下列形式 

0£(6 ?， fe) -- — (O/^-fc(0) —/)-fe (0)^fe(O)d^ 

(84.9) 

( P 是系统的体积).海森堡算符 / H (0 的矩阵元可通过薛定谔算 
符矩阵元用 

( pk ( t)) mn = ^ mnt ( Pk)mn 

来表述.按矩阵乘积规则将算符之积展开后再根据 (31. 21) 进行 
积分,最后我们得到 

si(^k) ^ 1+ WV^ 1 (Pfc)n ° |2 2。+ iO —o+©L + io ] ， 

71 

(84.10) 

此处下标 0 表示所求介电常数的所给状态. 

§85. 简并等离子体 

我们研究完全电离的等离子体.它的离子构成经典玻耳兹曼 
气体,而电子成分是已经简并的.为此，温度应当满足如下条件 

亦即 (85,1) 

( fie , 仏是在 等离子体中电子和离子的化学势；77^是它们的 
质量；《是粒子数密度；在估算中对&和 Wi 不加区别）.此时, 

还认为等离子体是弱非理想的.为此，两个粒子在 z 〜 fi 的距离 

上的库仑相互作用能，应小于它们的平均动能 e , 对离子 e 〜； T , 而 
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对电子〜 jUe 〜 《 2/3 #7 叫.由此得到条件 

m e e 2 /H 2 <^n l/ 3 «T/e 2 . (85.2) 

在第五卷§80中已经证明，在这些条件下等离子体热力学量 
修正（对比理想气体的这些量值）的根源乃是电子的交换作用；这 
个相互作用能（对等离子体单位体积而言)是〜 e 2 n 4/3 . 简并等离 
子体中相关修正(经典等离子的主要修正)小于交换修正，其比值 
为7 1/2 ,此处但是,对于简并等离子体，它的 
计算具有方法论的意义并且给出应用图技术的有益例证. 

等离子体粒子间库仑相互作用算符可写成 

^ = ^6/ , (85.3) 

此处下标《、6记述粒子的种类——电子和不同种类离子;是粒 
子的电荷(对于电子％=—1).取松原表象中的分算符，我们就 
得出这个表象的相互作用算符.然后，建立计算平均值(按吉 
布斯分布）的图技术，便用普通的方法过渡到松原算符的相互作用 
表象.最后得出的微扰沦级数乃是<穴>按 e 2 幂的展开式. 

表达式 (35. 3) 不包括“自由”变量(桉此变量不能进行积分). 
这种情况在图技术中表明，微扰论级数的各项用没有自由端 
线的图来表征.约定这些图的虚线 [4 维动量为 对应 

于因子 (P 


— f ⑷=一尹 (85.4) 

(不依赖于 L ). 亦即取单位电荷场勢 < p ( r ) 的反号傅立叶分量. 
现在还必须用粒子种类的下标《来标记实线[与4维动量 P =(“, 


①本节后半部取 ft=l,c = l, 而《代表基本电荷 (《>())• 


• 441 


» 



P ) 共同标记].每条卖线对应子因子绥％ 


—自由粒芋 a 的 
反号格林函数.此时，图的实线组成封闭的圈，每一个圈图包含相 
同下标〃的各个环.图的每个顶点(一条虚线和两条《类实线的 
交点）与一个补充因子〜 e 相对应.每个费米圈带一个补充因子 
(- D . 按此规则建立的图能给出量 


- y <^> (85.5) 

的展开顼,分母中的因子 F 是系统的 体积； 出现这个因子是因为级 
数每一项的积分式只与坐标之差有关.因此，一个对 dk 的积分 
便给出体积 (85. 5) 的负号是按规则 (85. 4) 定义虚线，即由于 
4(令)前是负号的结果.因子2是将 (85. 3) 的因子1/2返到等式 
左侧的结果. 

在一级微扰论中一切可能的《和6有两种类型 的图： 



(85. 6 a ) 型的图，是由于在空间一些相同点0算符收缩的结果.这 
样的图对应于空间均匀分布的粒子《和6的直接库仑相互 作用： 
这些图的贡献由于等离子体的电中性而相互抵消(按全部 a 、 6粒 
子配对求和 ).（85. 6 Z 0 型的图，是由于不同宗量#算符的收縮结 

果，并对应于该类粒子 a 的交换作用.计算这个图导致第五卷 
§80得到的结果 • 

在下一级微扰论中有下列类型 的图： 


■ 
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b 


(85. 7) 



图 （85. 7 a —6) 是对图 （85. 6 fl ) 的修正，并由子同样原因在对所有 d 、 
6、 c 取和时相互抵消.图 （85. 7 c —幻是对交换作用能的小修正, 
在此意义不大. 

图 (85. 7 e ) 由于相应的积分发散而显示出“反常的大”.这个发 
散是因为图中两条虚线有相同动量《而产生的（明显的原因在于 

顶点必须动量守恒).因此，当 Q 很小时，图中含有对 f 发散的积分 

JdW. 

在以下各级的近似中，除了修正型的图外,还有更强发散性的 
新的“圈”图出现，例如劫量 Q 相同的三条虚线的三级图 



含有按发散的积分厂 6 d 3 g . 

总的说来， w 级圈图是由 w 条虚线连结的 n 个实圈所组成并 
按《_ <2 ^ 3) 发散的. 

对无限序 列的圈 图求和，可以看到，在微小量级为 e 的 g 值处 
会导致发散性的有效切断；因此所有这样的图，共同给<^>以微小 
il ： 级为 ( e 2 ) Ve 2tt _ 3 二 e 3 的 贡献，此贡献在图象上由下列 骨架图 (按 
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粒子的种类)之和 表征: 



(85.8) 


此处粗虚线是线性图的无穷集合 之和： 


(85. 9) 


其中每个图都有不同数目的实圈. 

由于细虚线表征孤立电荷的库仑场势史，现在就用粗虚线表 
征被周围等离子体极化所改变的场势;此势用0表示.所以， （85. 
8 ) 的全部贡献便给出等离子体中平均相互怍用能中所求的相关 
部分. 

我们引入_切(“4)/心来表征各类粒子的简单实线圈之和, 
并用图中的小空心圆圈表征这 个量： 



(85. 10) 


我们注意到，不论粒子《遵守何种统计法,这个函数的宗量 G 
均取“偶数”值。= 2 5 江7\实际上，由于频率守恒定律，在顶点这 
个宗量等于两条实线的频率差.无论“偶数”差项或“奇数”差项, 
这个频率差都是“偶数”. 

利用记号 (85.10), 以一个骨架图表述求和式 (85. 10): 


粗虚线本身满足图 方程: 



(85.11) 


- - - - - u - (85. 12) 

[完全类似于方程（ I 4 . 4 )和( 79 . 13)]. 这个方程的解析形式为 
f 444 ♦ 




-0 ( Cs , q) ^ —(p(q) a ). 


由此得 


^( Uq ) 




q 2 -^(UQ)' 


(85.13) 


为了与 § 79 的图建立联系，最好从另外的观点来考察这些公 
式.因为，电荷之间的库仑相互作用可以看做交换虚光子的结果. 
然而，此时不利用规范 (75. 1>而利用所谓“库仑”规范（见第四卷 
§ 77) 更为方便，在库仑规范中，一 Z ?。。 恰好等于库仑勢的傅立叶分 
量.在此规范中，空间部分描述推迟和磁的互作用，因而在非相 
对论等离子体中可以忽略它.因此可以认为图 ( S 5. n ) 中的虚线相 
当于松原函数而函数9不是别的,恰好是极化算符与量切 00 , 
所以根据 (79.18) 可写为切(“, Q ) = — (i U ,分 ） 一 1] [容易 

看出，在有空间色散的情况下在 (79. 18) 中包含纵向介电系数心]. 
将此式代入 (85.13), 我们得到 

<^(Cs,Q) = 


An 




(85.14) 


也就是应得到的介质中单位电荷势的傅立叶分量. 


按松原技术的一般规则，将图 (85.11) 分解后，我们得到 




相关 


VT 

~T 


VT 






2 


Sj 

8 


(4 jt ) 

^ 2 (Cs,Q) d 3 g 

q 2 Lq 2 -3^(Cs f qy] ( 2 ^) 


(85.15) 


下面我们将看出，在求和式中$ = 0项起主要作用，此时相应的积 
分由小 Q 区域来确定.因此，计算 (85.15), 实际上只要知道在 Q — 
0时切(0,⑴的极限值就足够了.这个量甚至不按图 (85. 10) 进行 
直接计算而从简单的物理考虑便可容易地确定. 

在 “ = 0时，函数 0(0, q ) 是等离子体中单位电荷静电场势0 

* 445 • 



(0 的傅立叶因子,非微扰势 4(0 满足右侧为&函数的泊松 方程： 
A 0--4^( r ). 势少因等离子体极化将要变化，其方程可将等 

离子体电荷密度在场影响下的变化加到右侧而 得到： 

A P ~ — An [5( r ) + 6 p ]. (85.16) 

另一方面，在0时，我们涉及的是沿等离子体体积缓变的场.此 

场内下列热力学平衡条件是合理的， 

H ez a <P = const — ^ (85. 17) 

此处 A ——是《类粒子的化学势 . ——在无场时它的值.由 
此条件得出粒子密度的变化 

bna— —ez a (p. 

从而得出电荷密度的变化 

6p= ^ez a hn a = -J ： (ez a y 0. 

将此表达式代入 (85.16), 我们得到方程 

A0 — tc 2 0 = 一 4jtb(r), 

在此引入了记号 

K2 = W ^^( fe ) r . 


(85.18) 

(85 - 19) 


由公式 (85.18) 看出是等离子体中场的德拜屏蔽半径(组第五卷 

/C 

§78). 最后,对方程 (85.18) 两侧取傅立叶分量，我们得到 


0⑷ 


4 :t 

g 2 + k 2 


将此表达式和 (85. 13) 比较, 给出: 


3^(0, q ) = — k 2 (85.20) 

< 1-0 

现在以此没值在 (85, 15) 中进行积分，，我们得出 
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<^> 


相关 


VTk 4 f 4：Jtq 2 dq 


2(2/r) 3 Jg 2 (g 2 + K 2 ) 


VTk 

Stt 


(85*21) 


首先我们注意到，积分在下限收敛，其中 g 〜 A 起主要作用.对于 


等离子体的非简并离子成分，我们有而对于 电子# 

Ofl e 

〜〜 /〜. 容易看出，由于条件 (85. 2X«" 3 , 因此， 有 q 《 n u \ 亦 
即大于粒子间的距离.这就证明了利用平衡条件 (35. 17) 的 
合理性.为了证明在 (85.17) 中除了 s = 0 项外，所有项都可忽略, 
我们 指出： 当频率不等于零时，根据 (85.14) 由介电系数 e l ( co f q ) 

来描述等离子体的极化.根椐熟知的渐近公式,在大频率时^ (0；) 
〜1 —4 jrn e e 2 / m e co 2 , 因此 


(i I fs I ) = 1 + 


^itn e e % 

^etf 


(见第八卷 § 59). 由于条件 (85.1-2), 所有不等于零的频率6 = 
2 stzT ^>( n e e ” m e y 〜 因此对于这些频率可以认为 (i | “ | ) = 1,亦 
即等离子体无极化并且没很小. 

公式 (85. 21) 可通过热力学变量 F， 心表征.因此，等离子 
体热力势 O 能够直接从如下等式的积分中得到 



(85. 22) 


[见第五卷 (80. 4)]. 结果对干的相关部分，得到如下表达式(通 
常单位） 


Q 


相关 


VTk z 

12jt 


2 ^/lc VTe 3 
3 


a 


a 


3 « a \ 

^^a/V t T 一 


3/2 


( 85 . 23 ) 


(A. A. Be^eHOB, 1959), 根据小附加量的普遍定理，通过别的热力 
学变量表征的这个公式,可给出其他热力学势的修正. 

对于非简并等离子体 ，，一 切微商 = 于是 ( 85 . 23 ) 变 
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为对自由能的 修正: 


F 相关= -令 P 话咖 ( 85 * 24 > 

这与第五卷的 (78.12) —致. 

在等离子体中电子强烈简并情况下 ( T 《心 )， 微商^•〜％/ 

d Me 

^ e <^ n e / T t 则在 （85. 23) 的对 a 求和中完全可以忽略电子项，因而 
我们重新得到公式 (85. 24), 所不同的，只是其中求和仅对等离子 
体中的离子各种类进行.这样一来，在强烈简并下电子根本不会 
影响屏蔽半径和等离子体的热力学量的相关部分. 
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第九章流体动力学涨落 

§86. 流体动力学形状因子 

第五卷 §116 所研究的密度涨落相关函数，是一般函数的一种 
特殊情况，这种一般函数不仅将空间不同点而且将不同时刻的密 

度涨落联系起来.在经典理论中，此函数定义成如下的平均值. 

ncr ( t ; r if r 2 ) = ( hn ( t u ri ) bn ( t 2 y r 2 )>, (86.1) 

在此 — M 从定义 tr 中提出的 s = # 是平均粒子数密度.对干 

均匀的各向苘性介质(液体,气体)，函数 (86.1) 仅仅通过两点距离 
r = 1 r , — r * 2 i 而依赖于 A 和 r 2 , 以后我们正是这样假定的. 

在量子理论中，类似的函数是用与时间有关的(海森伯)密度 
算 符的对称化乘积来定 义的： 

n<r(t 9 r) = r!)M (“ ， r 2 )-\-bn(t Z y r 2 )ha(t Xf r l )y. 

( 86 . 2 ) 

[ 与第五卷中按 （118. 4) 定义的一般方法相对应].然而，在此情况 
下，非对称的定义 

na(t,r)^(bH(t u r l )bft(t 29 r 2 )y ( 86 . 3 ) 

更有某些优越性,此定义仍用记号 a ( Z , r ) ①•与函数^⑺ r ) 相反， 
函数不是时间《的偶 函数； 显然， 

<T(^r)= i-[or(^r)+o*(-^r)]. (86.4) 

函数 or (“ r ) 按时间和坐标的傅立叶变换 


( p 这个函数将是直捧的观测暈，例如，在液体中的中子非弹性散射见习题. 

擎44? ♦ 



a ( co , k ) = a ( co , Jc ) ~ f e i(wi ~ fc，r) a ( t 9 r ) dtd z x (86. 5) 

J » 

— oo 

称为介质的动力学形状因子.由于函数 a ( f , r ) 的各向同性，它只 

侬赖于波矢的绝对值.从（86.4)得出，<7(彡，1*)的傅立叶变换为 

+ 

& (co 9 h) — — [or(6J, 及） +(7( — CO, &)]• (86. 6) 

2 

液体纯空间的密度涨落相关由〖=0时的函数 (86.1) 确定: 
a ( r )= a(t =0, r ) = = 0, 7*). 此函数与第五卷§ 116中引入 
(并在§83中利用过）的函数 v ( r ) 以 a ( r ) = v ( r ) + &( r ) 相联 
系；它们的傅立叶变换为 a ( ZO = vO )+ l . 函数 a ( A ) 或 v ( A ) 称 
为液体的除力学形状因子.函数 aO , 幻与 0*0) 之间以积分 

关系 . M 

(r(k) = r a(co 9 h)Q~^^- a{co 9 h)^ (86.7) 

J - oo i =o J—do 2JT 

相联系， 

薛定谔密度算符(不依赖时间）由对介质中所有粒子的求和式 

- 、- - 

^(r) = 2]6(r—r fl ) (86.8) 

a 

b 

给出；粒子的坐标 r a 起着参数的作用[对比 (24, 4)]. 今后我们需 
要此算符对坐标的傅立叶分量 

fik ^ ^( r ) e' ife * r d 3 ar = y ] e ~ ife，r ^ (86. 9) 

按一般规则过渡到与时间有关的（海森堡)算符 

Ht ， r ) = cxp ( i ^ t / h ) fi ( r ) cxp (~~\/ it / h ). (86.10) 

此处片是系统的哈密顿量，这个算符可以用 （86. 8— 9) 式表达，其 
中以取代是粒子坐标的海森伯算符. 

裉椐统计学的基本原理，平均 〈…〉 可以有不同的解释,这要看 
结果必须用什么热力学量来表达.例如，如果函数 a 是在系统的 
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总能量和粒子数一定时确定的，那么，平均将按给定的定态 (m 

态)进行，亦即取相应的对角矩阵元.对于均匀系(液体)，算符 

的矩阵元对时间和坐标的侬赖关系由下式给出， 

< m | | Z ) = ( tw |?>^(0) [ l )^ xp [_ ico m it ~ k rnl * r ']* (86.11) 

完全与 (8. 4) 类似(右侧为薛定谔算符 bfi ( r ) 在 r = 0 的矩阵元). 

计及此公式,我们写出 

nor ( t , r ) = 2 r 2 ) \ m ) 

l 

= 2 I <W I &我(0) I Z > 1 2 exp [ i (« m ^ — fe mI - r )]. 

t 

此函数的傅立叶变换为 

na(co, k) ― ( 2 ^) 4 ^] [ (m | 6 ^( 0 ) 1 1) 1 2 h(co—coi m )b(k — ki m ), 

t 

( 86 . 12 ) 

这些式中的求和,是在给定粒子数 （ A ^) 下按系统的所有态进 

行的.（因为算符5吖 0) 不改变此 数). 

♦ 

如果我们希望通过温度和液体的化学勢来表示形状因子，那 
么公式(86_ 12) 还应当按吉布斯分布进行 平均： 

naio h AO = (2 汴 ） 4 2] e xp f D ~ Em ~^ N -^ | <w 1 5 於（ 0) | Z> | 2 

t*m \ 

• 6 ( oy -' CDi m ) h ( k -~ ki m ), (86. 13) 

(此时在一切求和项中爪 = # m ) •再对 <7( — «， - fe ) = a ( — q , k ) 
写出同样的公式，互换式中的求和指 标/和 并在指数因子中代 
人^ + = + ^ (后面的等式是存在6函数的结果), 

我们得出 

a {- co , k ) = a ( co , k ) e ~ M . (86. 14) 

然后，根据 (86. 8)， 
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ff ( co , k )=- ^(l + e - %&/7 ) a ( o > f h ). (86,15) 

注意到，从 (86.13)( 或 (86. 12)) 得出，对于 a 的一切宗量的 
值，函数 ^(6), ^)^0. 又从关系式 (86.14) 得出，在零温度时 

a(6>, &) =0,当 a><C0，T = 0. (86.16) 

在宏观极限下（比值 N / V 固定时 iV 和 F—co)，(86.13) 中的 

各&函数的“栅栏”变得平滑而成为连续函数，但在对应于不京减 
的元激发 = 幻处仍保留着 cr(a), A) 中的&函数峰（通过类似 
于 §8的讨论就会得出）.然而，仅仅对于粒子数不变的激发才能 
发生这样的峰①. 

我们来 证明，液体的形状因子怎样才能和涨落耗散定理一般 
公式巾所表述的量相联系 (t>. Pines, P. Nozieres, 1958). 

设在液体每个粒子上都作用某一外场，给粒子以势能"(〖， 
r), 则作用在液体整体上的微扰算符是 

t ( t )= n ( t y r ) U ( t f r ) d ^, (86.17) 

m 

将此式中所有的量都对时间作傅立叶展开，我们将体系的响应（即 
微扰引起的密度变化的平均值)表为如下形式 

M 

hn {< o , rx )= — ja(o>，|r! ~ r 2 \) U (< o , r 2 )d 3 ^ 2 (86.18) 

此处函数《(叫7*)起着广义感应率的作用.相关函数 J(«,r) 对时 
间的傅立叶分量 r) 用涨落-耗散定理中的表述方法是 

nff(cD f r) = (hnCrObniri))^^ —r 2 . 

根据这个定理，此函数通过广义感应率可用下列公式表述 

n&(co y r) — ^cth§^-Ima(ct),r). (86. 19) 


①例如，在费米液 体巾， 在《 。处 ( W 。 是零卢的速度） 有 &函奴的命 

界性.但对应干能谱的费米支没有这种奇异性，见 §91. 
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通过 《(公， 幻也可用此式将对坐标的傅立叶分量 J ( o >, 幻表述出 
来,然后,根据 (86. 15), 对于动力学形状因子我们 得到： 

nor(o) 9 k)= -~ 2h \ma{co, h). (86. 20) 

1 — c 

这些公式的重要性，首先是由于它们将动力学形状因子与已 

知的（对变量的)一般解析函数联系起来，函数，幻的这些 

性质阐述于第五卷§ 123中.这些性质也允许应用普遍公式[对比 

(75.11)] 来计算形状因子.根据此公式 

00 

aO, A：) | ei<a，( " fc * r) <Ht f r)n(0,0) — 力 (0, r)>d^d 3 a：. 

0 

( 86 . 21 ) 

如用 0 算符表征密度算符 （々= ㈣ )，可以将此式写成双粒子格林 
函数的形式,计算后者要用到图技术. 


习 m 

试通过动力学形状因子来表征慢中子在同种原子 组成的 液体中 进行非 
弹性散射的概率 （ G . Placzek , 1952). 

解： 根据赝勢方法（见第三卷§ 151), 慢中子散射可以描述成以势能 

( 1 ) 

相互作用的结果.此处 A ( r ) 是密度算符 (86. 8): 尨是原子和中子的折合质 
量;《是慢中子在单个原子上的散射长度（即散射幅极限的反号).液体加中 
子的系统在某区间办^内从某初态 （ i ) 到终态 (/) 的跃迁概率是 

dwfi = | U dvf (2) 

[见第三卷 （40, 5)]； 对于 （1) 中的非对角矩阵元 V /*可以 写成如 来代替 ft . 中 
子（动量 P 和能量 £) 的初志波函数归一成在体积 F 中有一个粒子，而终态 
(动量女和能量£0波函数归一成为 p/h 的&函数.则 dv ^ d 3 // ( 2 r C h ) \ 
而微扰矩阵元为 
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〜⑴ =盖锋 如 W)〆 心， 

此处 hk =p — p r ， hcon ’. 而 b / i / W , r ) 是对于液体波函数的矩阵元.将 
此式代入将跃迁概率按液体的一切可能的终态求和.此时积分的模 
平方可以写成双重积分的形式（按 didrdkd 3 ；^) 并注意到 


^hn Si (t > r)bn u {t , 9 r f )*= r f )5n/W, r) 

f f 

=^{ i \ ha ( t r \ iy = na ( t t — t f r , — j ) 

(此时 a 表为 i 态上液体总能量的函数）.按 di ^- DdH ^- x ) 积分给出 
o { co 9 k ) t 还有一个积分（例如对 didk ) 恰好给出体积 F 和总的时间间隔 h 
去掉因子£之后，结果得到单位时间的散射槪率 




4jt 2 H 2 


na 2 a(cL> f h) 


d 3 〆 

\2 nK )^ 


(3) 


当然，再按吉布斯分布平均——亦即当形状因子通过温度来表征时，此公式 
仍保持其正确性. 

我们指出，形状因子的性质（8 6 . 16) 能够应用到中子散射，表明这样的事 
实：在 7 = 0时液体仅能获得能量，而不能放出能量.关系式 (86 •: H ) 代表细 
致平衡原理，因为转移能量和动量 ( o , fc ) 和（一％ — k ) 的两个散射过程是互 
为可逆的. 


§87. 形状因子的求和规则 

动力学形状因子满足一定的积分(按频率 0) 关系 一 求和 

规则. 

其中一个规则的导出是基于算符和 ^(0 的对易关系. 
同一时刻海森伯算符的对易关系和薛定谔算符黾和匕的对易关 

系是相同的.算符“由公式 (86. 9) 定义，并且所需的对易关系由 
下式给出 

fc — w == — — A 2 iV , (87 - 1) 
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此处 W 是液体粒子的质量 

函数 a (〖, r ) 只按坐标展开的傅立叶分量具有表达式 

na ( t , k )=^ e ife * < r i - r i ><&^(^, r l )& A ( i , r 2 )) d 3 ( a：i — x 2 ), 

* 

由此出发，鉴于被积式仅依赖于 n — 我们用对的 

积分代替对"(^一々)的积分；在平均号内进行积分.我们得出 

< x(^t 9 h ) = ^ r( i hflkCt i ) b 我一 k (艺 2 ) 〉• (87. 2) 

我们计算 t 二0 时的微商值幻•因为 a ( t , 幻仅依赖于 


差 t ~ t \ -《2,所以 


da 

It 


( M)= id 


fe ) 


因而将 (87. 2) 代入此式后得 

每~(。左)=▲〈咏(幻 )^- fc (# 2 )- M fc ( r)^- fc (心) 〉• 


此式两项中的每一项都仅依赖于矢量 fc 的绝对值；据此在第二项 
中以 _ fc 代替 fc . 然后取 L = < 2 , 并考虑到 = 我们发现角 
括号中的两项差与 (87.1) 中的对易关系一致.这样一来，我们得 
到 


da 

Tt 


( M ) 



=- it kz 


另一方面，将表为对频率的傅立叶积分,我们得出 


dor ( t 9 k ) 

3 t 


dt \ 


Ut a ( co 9 Ic ) 


do 

2 jt 


m 

1 


oo 


o ，&) 


对比两个微商表达式，便得出待求关系式. 


day 

2 jt 


①这个对易关系的计算与在第三卷§149中为导出求和规则（149, 5) 所进行的 
计算 一致；现在用液体总粒子数及来代替电子 数 Z , 
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I 


09 


coa(co.k) 


dcy fblc 


2jz 2m 


( 87 . 3 ) 


( G . Placzek , 1952). 我们强调指出，对 T 任何 & 此式都是正确的. 
为了将这关系式过渡到经典极限0~>0)，应当将它左边的积分 


写成 


1 


M <ola(co 9 h)-a{-co y m ^- 9 


根据 (86.14), 其中再代入 


<7(0>,左）一 (7( — 灸） 


%CO 

~T 


tj ( co , k ). 


然后等式两侧的 S 因子便相消，于是留下 


G ) 2 o { co ^ k ) 


do — y 允 2 
2 jt 2 m 


将公式 (87. 3) 应用到 T = 0 的玻色液体，并考察小 & 值的范 
围.在*->0的情况下积分的主要贡献来自形状因子 cr ( co 9 幻的3 
函数峰.而后者在 (86.13) 中是由于产生一个声子的跃迁而出现 
的（因为在液体基态上没有声子，所以在 T = 0 时不存在消灭一个 
声子的跃迁).这项的形式为 Ah ( co - uh ). 此处如 A 是声子能量 (《 
是声速).将此项作为代入 (87. 3), 我们得到系数4结果 

a(<o $ k)= {co-uh). (87. 4) 

mu 


按 (86. 7) 积分此式，给出静力学形状因子 

^ k) =it (87 . 5) 


( R . P , Feynman , 1954) ①. 因为这个公式对应于*的小值范围，所 


①写成 cr = W /2 mfi ( A 0 形式! >00是准粒子能量]的公式( 87 .5),仅在0时 
才是严格正确的.在 fc 值增加时产生几个准粒子的沃迁，对 cr ( X 0 的贡献起着越来越 
大的作用.如果忽略这些贡献，可以认为，这个公式给出了形状因子与玻色液体中准 
粒子能量之间的关系.并且当〜 1 M 时 （a 是液体中原子间的距离） cr 具有极大值, 
这对应于曲线 e ( fc ) 上“旋子”的极小直. 
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以它的傅立叶逆变换给出在大 r 时相关函数的渐近公式 

v(r) = —— ^—— r (87*6) 

27 t £ mur * 

(为了检验这个公式，见 43S 页注释中引用的积 分). 在7=0时公 
式(87_6)在任意大的距离内都是正确的.在低而有限的温度下， 
直到 t 〜 %糾7 的距离内它都是对的，在此距离的涨落已经不再是 
纯量子的了.在更大的距离上规律 (87. 6) 为指数衰减律所代替 
(如果忽略范德瓦耳斯力的贡献，见§ 83) ①. 

还有一个求和规则，可以从§ 86中建立的形状因子与某个广 
义感应率《(叫幻的关系中得到.这个关系由公式 (86. 20) 给出， 
它在 T = 0 时 归结为 (对 o>>0) 

两 cr(6>, 灸 ） =2為 ImcxO, ft). (87.7) 

根据 Kramers-Kronig 公式[见第五卷 （123,15)], 

Rea(co, h) = 丄 /> 「 ! 吧 (〆, 左 ) daA 

JT J —C 03 — 

在此,取0= 0并计及 a(0, ft) 是实量‘,我们写出 

ce (0, — — —Imo£(<i>, h ) ~~~ (87.8) 

江 J 0⑦ 

在 ^) 的极限有下列关系 

a (0 ^ 0) =( Ul -- riB ) r-y (87 . 9) 

它的得出，是由于在空间做静慢变的弱场中有 //+." = const 的平 
衡 条件. 所以施加外场等价于化学势变化 — XL 因此，在极限 k ->0 

① 相 关函数 < 87 _ 6 ) 与取芷值的理想玻色气体的相反（见第五卷 § 117), 是负值 
(与粒子间的斥力相对 应）. 与此有关，我们记得（§ 2 5),弱非理想玫色气体能谱仅在 

(并且 S / mu » a ) 时才有声子型.相应的距离/所以过渡到理 

K 

想气体时，公式（ 87 . 6 )的应用范围推延到无限远. 

② 由广义感应率的一般性质可知 a ( a > = 0， r ) 是实的.因此傅立叶分量 cKa ? = 
0， fc ) 的实数性可由 a ( o ， r ) 对 r 是偶函数中得出. 
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时，从 (86. 18) 我们有 


hn 二 —~U^—U fa(0, r l —r 2 )d 3 (x l —x 2 )= : —Ua(0,h = 0) 9 
0/2 . 

由此得到 （87. 9). 

这样一来，将得到的公式 (87. 7— 9) 汇集起来后，我们得到 r 


= 0时液体形状因子的如下求和 规则: 



71% Jo 


a ( o f k ->0) 


do? _ 3n 
<o dP 


(D. Pines• P. Nozieres, 1958) • 


(87 - 10) 


习 题 

1. 求出温度时，在的距离上坡色液体的相关函数 
v ( r ). 

解：待求的相关函数，由&〜丄彡 T/ 如 《丄 时的形状因子 确定. 在此 

r a 

条件下液体的能谱是声子型的.当 T 与0时在 o { co , k ) 中有对应于吸收声子 
的 S(<D+fctt) 项，同时还有放出声子的 5(co—few) 项，这些硕的系数可藉助于 
(86. 14) 和 （87. 3) 来 确定： 


mu 


积分此式，我 tl 得到 


o { k ) 


fih 




2 mu 


cth 


%hu 

W 


( 1 ) 


( 2 ) 


然后 


v ( r ) 


e 


k 


o { h ) 


dn 


n 


e jfc ，cth nIc ^- dk . 


( 2 jt ) 3 %n z \muT 2T 

在复数左的上半平面上，用无限远的半圆封闭 dfc 的积分围道，积分归结为对 
极点的留数（分布在虚轴上）求和.当积分的主要贡献来自于 
l2T ~ xn 处极点的 留数： 


v (r) 


㈣ expf-?^r 


mu ^ h^r 


hu 


(3) 


在《77如<<1的条件下，函数 v ( r ) 衰减的 特征距离远大于原子间距离.在 
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此原子距禽上与原子间的直接作用有关的效应咸弱了，此时在公式 (3) 中 it 
要的是含有 I 所以，由它描述的相关具有量子性质.我们指出，在推导中我 
们忽略了范德瓦耳斯力的贡献.正如从 S 83的结果中得到的，此®献具有幕 
的特征，因此在足够大的距离上就成为主要的了.应该由 （3) 过渡到 （83.16) 
的距离，这一距离依赖于系数间的具体关系，但当温度足够低时总有公式 (3) 
的适用区域.因为在适用区域的边界，当 r 〜^^/^时，根据 （3), vocrs 而 
根据 （83.16), vocT 7 . 

2. 试求对于凝聚体波函数的涨落在玻色起流体中，相关函数的极限形 
式（在大距离上 ） . （ P. C . Hohenberg 和 P. C . Martin, 1%5 )① 

解： 在长波极限,最强的涨落属于凝聚体的波函数少，因为此涨落只含 
有宏观超流运动的较小能量.对液体（体积 F 并有给定的 T 和幻总热力势 
O 的相应责献为 




将表成傅立叶级数, 


我们得出 


因此，均方涨落为 


b0=^^ 1 M b0kQ ik ^ r ,b0^k = b0 

h 


n 1 




b 


〈 \ b0k \ ^—Tm^fVf^pgh 1 


(4) 


与第五卷§ 146 的计算与统计物理第一卷 §146 完全类似.此涨落对同时 


相关函数 

G E ( r )=<6 S , (0)5 S , ( r )> 

的贡献是 G ( r ) ^ n o { b 0 (0) b 0 ( r ) > = 77 i 0 m 2 /4 jth 2 p s r , (5) 

因此在大距离 上按隳 的规律下降.凝聚体密度涨落％的贡献，在 
这里按指数规律咸小.在 r 〜％处此二贡献相差无几.在距离 r « r e . 温度 
于 A 点附近，它们共同遵守下列 规律： 

G ( r ) ocr " (1+ f >. (6) 


这是恰当临界指数.相关半径^可以定义为这样的距离，在共上能够 


①本题是 Pergamonl980 英文版增加的，我们将其加到中文版内.——校若注. 
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用 （6) 代替渐近形 (5), 


riccp a / n D . 

借助于临界指数卢和 V [这些临界指数，根据 （28. 1) 和 （28. 3) 描述〜和 r 。 

对温度的依赖关系],我们求出 

p,oc(t a — 

利用临界指数 a , 间熟知的关系式（见 第五卷§§148, 149), 我们容易看 

出，此结果与 (28. 4) 是一 致的. 


§38. 流体动力学涨落 


在前几节,我们研究了在任意频率 o 和任意波矢 fc 时液体密 
度的涨落.此时,在一般情况下，当然不能求出和关函数的具体形 
式.然而，当涨落波长大于微观特征线度(液体中原子间距离，气 
体中的自由程）时，在流体动力学极限下就可作到这一点. 

在静止液体中，不需要特殊研究对密度、温度、速度等涨落的 
同时相关函数的计 算:这 些涨落（经典的,非量子极限）利用适于 
任何热平衡的介质的通常热力学公式来描述.在空间不同点，涨 
落的同时相关在原子距离数量级的长度上传播（此时，我们忽略了 
弱的远程作用的范德瓦耳斯力）•但是，此距离在流体动力学中是 
看做无限小的.因此,在流体动力学极限下,不同地点的同吋涨落 
是不相关的.形式上，这个论断可以从热力学量 一一 实现起伏所需 
的最小功 Emin 的可加性中得到.因为涨落的概率正比于 exp 
{~~ R m jT ) y 所以将 R min 表为与各个物理无限小体积有关的各项 
之和的形式,我们便发现，这些体积中的涨落概率是相互独立的. 

根据这个独立性，可以立刻将热力学量在空间给定点的涨落 
均方值的著名公式（见第五卷 §112), 改写成相关函数公式的形 
式.例如，裉据体积 F 中温度涨落公式 


〈（ M 7 ) 2 〉 


T 2 

pc v y 


* 4S0 * 



( P 是密度;以是介质单位质量的热容量),首先写出 

<&T(r a )ST(r fr )>= 

此处涨落分属两个小体积和然后当体积趋于零时，我们 
得到① 

(bTCrJbnra))-— h{r l -r 2 ) (88.1) 

P C V 

另外的热力学量涨落，用类似的方法可以写出 公式： 

<& p ( r 1 )& p ( r 2 )> = p 7 T 3 (n — r 2 ), (88.2) 

<6^(^) &P(r 2 ))-pT (r 】一 r 2 ), 

= pTfi 2 8 ( r l - r 2 ) (88.3) 

< S ^ Cr ,)&^( r 2 »=^ & ( n - n ). (88.4) 

P 

( P 是压强; S 是介质单位质量的熵)；此时,两对量 p , r 和 P , 没的 
涨落是相互独立的.还可以写出液体宏观速度平衡时等于零） 
的涨落 公式： 

〈&A 〉 =— <5^6 (ri — T 2 ). (88. 5) 

P 

涨落的时间相关以及运动液体中的涨落是流体动力学独特的 
问题.这些问题的解决要求考虑液体中的耗散过程——粘滞性和 
热传导. 

流体动力学中建立涨落现象的普遍理论，归结为构造涨落量 
的“运动方程”.在流体动力学方程中，用引入相应的附加项的方 
法，便可以做到这一点 (J L fl . 朗道， E . M . 栗弗席兹， 1957). 

4 ①此式以及气体情况下同时相关的以下公式，对于波长仅大于分子间距离、但 
不一定大于自由程的涨落是正确的.但是，后一个条件，在流体动力学近似中对于不 
同时相戈函数是不可缺少的（因为在气体中微扰传播的微观机制恰好由粒子的自由程 
所决定）. 
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写成如下形式的流体动力学方程, 

|+div(p 幻 ） =0, 


P 


dvi 

"37 


—— pVk 


dv { 

dx k 


dp 

dxi 



( 88 . 6 ) 
(88. 7) 


pT 


ds 

dt 


+ ^ V 5 


2 


/ dv ^ 

\ 9^ 


dv 


dxi 


divq. ( 88 . 8 ) 


对于应力张量和热流矢量 仏没 有特定形式的要求，这些方程 
不过表示质量守恒、动量守恒和能量守恒而已.因此,此形式的方 
程对任何运动，其中包括液体状态的涨落变化，都是正确的.此时 
P , P >^ 应理解为基本运动的量值 P 。, P 。, T 。， …与其涨落振动 & P , 
…之和（当然，对后者方程总应线性 化). 

应力张量和热流通常的表达式，相应地将它们与速度梯度及 
温度梯度联系起来.在液体的涨落中，也会发生与上述梯度无关 
的局域自发应力和热流;用和 g 表示它们并称之为“随机”量. 
这样一来，我们写出 


‘二”‘势+②-音 心 diV 幻)+仏出叩+ 5 “， （ 88 . 9 ) 

q =-^ S / T-\-g (88.10) 

0? 〆 是粘滞系数;％是导热系数). 

现在的问题是确定心 * 和 g 的性质,即确定它们的相关函数. 
为简单计，一切讨论都是对流体动力学非量子涨落的自然情况进 
行的；这意味着，假设涨落振荡频率满足条件此时粘滞 
系数和导热系数将认为不是色散的，亦即不依赖于振荡频率. 

在涨落的普遍理论中（第五卷§§119 一 112)，是研究涨落量々， 
^，…的离散序列，然而在此我们处理的是连续序列(液体每一'点 
的 P ， …）.把物体体积划成小而有限的区域并在每一个区 
域内研究量的若干乎均值，我们就能避开这个非本质的困难;在最 
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后公式中再过渡到无限小体元. 

我们要把公式 (88. 9-10) 作为准定态涨落普遍理论[见第五 
卷（122_20)]的方程 


~ + (88* 11) 


来研究，此时选取每一区域 A 7 中 的张畺和矢量 ^[的分量值, 
作为^于是 h 和夕便是量％: 


ya —>^ ikf Qi* 


( 88 . 12 ) 


热力学 共轭量 的意义，可用引入液体 总熵沒 变化速度公式的 
方法来解释.藉助于方程 (88. 8—10), 用普通方法（对比第六卷 
§49) 我们得到 




[SaAf^i , 3 u 


T 2 j 


dF 


按区域 AP 求和来代替此积分，然后将其与公式 


(88.13) 


a 

比较，我们得到 

I 一 士 (fe+l?) Ar ，一 篆 AF . (88 - 14) 

现在容易求出系数 v a6 , 根据公式 

< ya ( ti ) y b ( t 2 )y = ( y ab - hy ba ) h ( t l ~ t 2 ) (88.15) 

[见第五卷 （112. 21«)]，便可直接确定待求的相关关系. 

我们首先注意到，在公式 (88. 9—10) 中没有与温度梯度相 

联系的项，也没有^与速度梯度相联系的项.这就意味着相应的 
系数 V ⑹ = 0,因而根据 (88. 5), 有 

< s ik ( t lf r 1 ) g l ( t 2 f r 2 ))=0, (88.16) 


即和 g 的值彼此 根本不 相关. 
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其次，如这些量取自不同的区域 AF ， 那么联系 L 和值 AF / T 2 

系数等于零，如果它们取自同一区域，那么等于二 
kT 2 1 /AR 用这些 Va , 值，根据过渡到 AF —0 的极限公式(88_ 15)， 
我们得到 


iit ' ， ri)9k(t 2 , ’ 2 )〉 = 2^T z S i i c S(vi — T 2 )b (t { — 名 2 ). ( 88 . 17 ) 
用类似的方法，可得出关于随机应力张量的相关函数公式 

(尤 1 ， r 1)$，》*(尤2，"^*2)〉 

卜学 ) H S( r i- r 2) W ， 2)_ 


习 （A Am + AtAJ 


(83. 18) 

公式 (8 S . 16-18) 原则上解决了所提出的在任何具体情况下 
计算流体动力学涨落的问题.解决问题的过程是这 样:将 ^1和 g 看 
成是坐标和时间的给定函数，如考虑到必要的流体动力学边界条 
件，我们便形式地对干量•求解已线性化的方程 (88. 6-8). 
结果我们得到的这些量，是表达成〜 t 和总的某些泛函的形式.相 
应的，^0, <3%…的任何平方量，均可通过 g 的平方泛函来表 
征.以后它们的平均值便用公式 (88. 16— 18) 来计算,因而在解答 
中不再出现辅助量 〜 fc , g . 

我们再将公式 ( S 8. IS — 18) 写出对频率的傅立叶分量式，并可 
立刻将此写成量子涨落情况的推广形式.根据涨落-耗散定理的一 

般规则，用引入附加 因子# cthg (在经典极限下变为 1) 


的方法，即可完成此推广.当粘滞性和热传导有色散的情况下，量 
it %是频率的复函数；此时在涨落的公式中代之以这些 
函数的 实部： 

O(AVz 2 ))„ = 0 (88.19) 

(W 1 ) 此 ): rJ^Tcth 篆 •Re%( 6 >) ，（ 88.20) 


i 
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(5 ( iV«Sm) 


-=flcoh (l*i —— v 2)0 til 


hco 

2 T 


X 


Siidkm^dimdii — -rdikdim 


jRC7](co) 


十 ( O ) 


( 88 . 21 ) 


§89. 无限介质中的流体动力学涨落 

这一节我们研究静止的无限液体中的流体动力学涨落.这个 

课题当然可用上节讲述的方法解决.然而，我们在此用另外方法 

做此问题，以演示求解流体动力学涨落课题可以任选一种方法. 

这个方法，是在引入随机力以 前的早 期阶段，便利0准定态涨 

落的一般理论.我们回忆起与此有关的一般公式(见第五卷 
§ 122 ). 

设 


^ a = — (89, 1) 

b 

是描述系统非平衡态(平衡态上全部 or a = 0) 的一组量〜的宏 
观“运动方程”，如果量心大于它们的乎均涨落（但同时又是足够 

小，以致允许将运动方程线性化)，则可断定，涨落相关函数满足 
(在 t >0时）同一组方程 

〈怎 a (《） 欠 c (0) 〉二一 > (右) y c (0) 〉, t ^> 0 * (89. 2) 

b 

下列等式 

[〈冗 a ( ^ ) 怎 c (0) 〉]， = +0 = 〈； r a ；^ c 〉 （89.3) 

可做为这些方程的起始条件，此处〈心 〜〉 假设为已知的同时相关 
函数.相关函数按规则 

〈怎 a (《） 怎 c (0)〉= 士〈心（一 0怎 c (0)〉 (89. 4) 
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延拓到 t 〈0 的范围，这里上面的符号用于两个量 心和心 都是时 
间反演的偶函数（或都是奇函数）的情况，而下面的符号用于两 
S 中一个是偶函数另一个是奇函数的情况.附加条件 （89.3) 的 
方程 (89. 2) 的解，可用一侧傅立叶变换的方法 求出： 给方程乘以 
并由0到 oo 对〖积分（方程左侧进行分部积分变换）我们得 
方程组 

g> ~ > j 又 ab ( 怎 & 怎 e) a) + 〈怎 a 怎 c〉. （ 89* 5) 

b 

其中的量(频率函数）为 

(a： c x b )^ ) = |y aj< <a: a (Ox 6 (0)>d^ (89.6) 

相关函数通常的傅立叶分量，通过量 (89. 6) 可根据 

⑴ ; r & (0)>df 

，—00 

^(x a x b )^±i(x a x b y^r 
= { x a x b )^ + ( x h 3 C a ) i ^ (89. 7) 

表征出来.此处符号士对应于 (89. 4) 中的符号. 

现在转到所提的静止液体的涨落问题上来，首先将 （88. 9— 
10) 的和 Q (略去最后项)代入流体动力学方程 (88. 6—8) 并使之 
线性化.取 jo = p D + <5 p , t =：& x ;, …并略去非线性项，我们得到 


g ^-6 p + pdivx > = 0 


(89.8) 


P 



dt 



—V^P+ + 寻、 Vdivx% 

o 


(89. 9) 



3 尤 


hs = 


pT 


AST 


(89.10) 


(线性化之后我们略 去常量 P 。， …的 I 、标 0). 在方程 （89. 8— 10) 
中，最奸根据定义 
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^y= + 幻 ⑴, 


(39, 11) 


div 幻⑴ = 0 , rotx> ( ° — 0 , 

立刻将速度分为有势的（“纵向的”）和有旋的（“横向的”）两部分 
I 〜和在 (89.8) 中只剩下纵向 速度： 



37 


&p + pdivv (o = 0. 


(89 - 12) 


而 (89. 9), 分解为两个方程 

幻⑴二⑴. (89.13) 

ot P 

P '~ v (l ' > = —+ V ) Vdiv * sy <0 . (89.14) 

横向速度的方程与其余的方程彼此独立.与此对应，它的涨 
落 相关函数有一个方程 


(0,0)>-vA<^> (t 9 r)vl^(0 9 0)) = 0 

(89.15) 

(此处 nlP 是运动学粘度.对它进行一侧傅立叶变换后，我们 


得到 

— \cD(Vi n (r)v^ (0))i +) ~vA(Vi iy (r)vi n (0))l +} 

- <^(r)^>(0)> 

(公式右边是同时相关函数)，或变到对坐标的傅立叶分量 




(«)r 

vh 2 — \<o 


速度涨落的同时相关函数，由公式 (88. 5) 给出； 对它取傅立叶 
分量,并分出横向部分后，我们有 

(”以”卜汉心-警） (89.16) 

将此代入前式，最后得到① 


①容易看出，将公式 (89.17) 对 do >/2; r 积分，理应回到同时相关函数. 
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kik k \ vk 2 

"F~ /o 2 + v 2 & 4- 


(89 - 17) 


对于剩余的变 量， 我们有互相联系的方程组 (89.10), (89. 12), 
(89. 14). 然而该方程组，在大频率或小频率的极限情况下可以简 
化.事实是，纵向速度的微扰和压强的微扰在液体中以声速 w 传 


揺，而熵的微扰是按热传导方程传播的.后者的机制,要求在〜 | 


距离上传播微扰的时间为〜 ( X = H / pc P 是介质的导温系 
数).因此，对于满足条件 

Xk 2 <^ o)^Jcu (89. 18) 

的领率 （波矢之值给定时），可以认为，熵一定时只有 x ) ( l ) 和/*在 
涨落.相反，在 

Xk 2 〜 co《ku (89. 19) 

时，出现熵的等压涨落①. 

我们首先研究前者,即高频区 (89.18), 并确定,例如，压强的 
涨落. 

改写相关函数的方程 (89.14) 为下列形式 
^<^(^ r )& P (0,0)> = - grad <& P (^ r )6 P (0,0)> 

+ ^graddiv<^(J I , ) r)& J P(0, 0)>, 

而幻⑴和 & P 的同时相关为零，可以做为上式的起始条件.进行对 
时间的一侧傅立叶变换和对坐标的全变换后，由此得出 
— icop(v (l>> bP) ( ^k — —ikihP 2 )^ 


①不苫尤 xi^ku 在流体动力学范围总是满 迢的. 例如，在气沐中 u 〜打和 x 
〜於在此 w /LU 平均热速度,而丨是其自由程.因此不淖式 xk«u%^T^ 
耑的条件 


碡 
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( S + +”) fe ( fc •一 >&/>)$ (89. 20) 


其次,在方程 (8 S . 12) 中我们写出 


一(勤, 


SP + 


⑵户 


XU ) 少 


藉助于写成下列形式 


dT 


rt b ^ w ( w )Abp 


9 


的方程（ 89 .10)来表达3心/以（根据条件抑 2 « o >, 与^ &比较, 
右恻的 A 6^ 项可以忽略).这就导出方程 

去磊 ( 磬 ):A&P + pdiv 一 = ()• 


U ) 


在此分别以<&?(〖，0&户(0,0)>和<以#^)&尸(0,0)> 代替&/>和 

一， 便重新得到与相关函数相应的方程.而它的起始条件是 
(88. 3). 傅立叶变换后,该方程给出 


io h 2 np( dT\ z 
~~~ T\JP 


( hP 2 y^+ip(k^v^bpyji^ P T. 


(89.21) 


进行一些变换后,从二个方程 (89. 20-21), 我们得到 


帆 「 2Re(W 以 ： (89 . 22) 


在此, 


V 


Jc 2 


2pu 


+音 77 




nu 2 p 2 / dT 


T 


m 


(89. 23) 


是介质中声的吸收系数（见第六卷 § 77)，而 Vr 是此系数中与热传 


导有关的部分.对于 


士 h 值附近（此处涨落特别大）的频率 


区域，我们写出最终 答案: 

(6 P 2 ). 


pTu z y 


( D ^ fJcu ) 2 + u z y 


(89.24) 
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此式在 I ①情况下是正确的. 

在 （89. 19) 的低频范围内，已经讲过，忽略压强涨落,只考察熵 
涨落已足够了.这意味着在方程 (89.10) 中可取 

bT^(^) Ss^—bs 

\ 05 //> Cp 

(热容量心是单位质量的).因此，对于待求的相关函数有与 
«(89.15)同型的方程，而 它的起 始条件由公式 (88. 4) 给出.结果 
得出 


(心今 (89 . 25) 


习 腰 


求。弱溶液中溶质粒子数的涨落相关函数. 
解： 溶质粒子数密度 R 满足扩散方程 


3 n 


dt 


= DAn 


(/> 是扩散系数).在弱溶液中，密度在空问不同点的同时值是互不相关的 

(类似于理想气体中不存在同时相关）；所以同时相关函数为 

<6»(r 1 )8n(r 2 )> = n6(r 1 -r 2 ). 

类似于公式( 8 化 25), 我们得到 


(^ 2 ) a>k = 


2nh 2 D 
o > 4 + 办 4 Z ) 2 


在此解中我们忽略了热扩散，因此《的涨落可以认为与温度涨落无关. 
2. 求出液体的压强涨落相关函数，该液体具有大的、色散的第二粘滞系 
数5(«)(与某个参数缓慢弛豫有关). 

解： 缓慢弛豫过程的存在，导致出现下列形式的第二粘滞系数 


C ( co ) = - — 

1 —Ivor 


鵞 


①我们记得(见第 六卷 § 7 7)，流体动力学的声吸收系数在气体中总是小的（可 
白动从条中 W «1 中得出不等式7«幻， 并且在 无明显声色散的液体中也是小的. 
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此处 r 是弛豫时间；《。是平衡声速度；是在弛豫参数不变时的声速（见 
第六卷 §78). 方程 （89. 20—21)，以及 （89. 22) 在有色散时也是正确的.取 

S = 并忽略来自 V 和 X 的项，经计算得到 

( ^p 2) = _ 2Ttpuj(ul~n^) _ 

^* _ (u 0 2 ——w 2 /A 2 ) 2 +o) 2 ir 2 («I:— 以 / 左巧 2 . 


§90. 输运系数的算符表述 

可以对§88中得到的公式 (88. 20— 2 1)陚予新的看法，这只 
要“从右向左”读,即可将其看成导热系数和粘滞系数的表达式.此 
时等式左边的相关函数,根据它们的定义,可以通过具有微观意义 

的一些量的算符来 表征. 结果，通过这些算符可表述液体的输运 
系数. 

首先需要考虑，在空间不同地点，能量和动量的“随机”流涨落 
之间不存在相关，（公式 ( S 8. 2 0— 21) 中的&函数 Mn - rD ) 乃是 
流体动力学的近似结果;这种近似只在波矢量取小值时才正确.为 
了将此条件表为显形式，我们将公式按空间坐标展为傅立叶分量 
[这归结为用1代替 Mr 1— ^*2) 因子]并过渡到 fe ~> o 的极限.例 
如,将一对指标&缩并后的公式 (88. 20) 

(9 0> 9 (2) ). = ^b(r i -r 2 )h(DTcth~-ReH(o)) 

Ci M 

写成如下形式 

ReW ⑻ = 3 ^T th || 巧⑺“. （ 9 0. 1 ) 

容易看出，这样描写时，在此公式中可以用 Q 表征的总能流 

来代替“隨机”热流 g . 从流体动力学知道， Q 由对流迁移能流和 
热流 a 所构成： 

+ q— PWT> — uyT + g (90. 2) 

( w 是液体的萆位质量的热函数；最后表达式中忽略了速度 z ; 涨落 
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的高次幂项).但对于小 fc , 真实物理量 ( aRp 等等)的涨落与随 
机流涨落相比,包含 fc 的多余的次幂，因此，在 fe -^ o 的极限时，涨 
落 g 与涨落 Q —致.这一点从下列事实中立即明了，即在流体动 
力学涨落的运动方程式 （88. 6— 8) 中，流 g 及^^只在空间微商下 
出现，而上述物理量也以对时间微商的形式出现；因此,变成傅立 
叶分量后，后一类物理量与前一类物理量之比的数量级为 Jc/co. 

与 g 不同，总能流 Q 是有直接力学意义的量，因而，它对 
应于用介质粒子的动力学变量算符表征的确定的量子力学算符 

回忆以相应量的算符（海森伯）来表述的相关函数定义. 
于是，我们获得下列公式 


Re 傘) =~^th— 


xlimff e i <- | - fe * r >< Q (^ r ) Q (0,0) + Q (0,0) Q «, r )> d < d 3 a : 

fe-* 0 J * ' 一 co 

(90-3) 

(M. S. Green, 1954). 

然而，如果利用算符对易关系表述的相关函数公式,就能为函 
数％(◦)得到更合适的表述法. 

如果〜 ( r )、： r & ( r ) 是两个涨落量（在平衡态等于零，并且在 

时间反演中的行为相同），那么它们的相关函数，根据 （76.1) 和 
(75.11), 可以表为如下形式. 

(^a^D.^cth-^Re f ^ ia,t i{^ a {t 9 r x ) 9 t h {0 9 r 2 )}>d^, 

* 0 

此处括号{…)表示对易关系.按坐标 r = n-r 2 进行傅立叶展开 
后,我们得到公式 

(怎 a 怎 b ) ofc 

-cthf^.Re ffV fc .r)〈{^^, r ),^(0,0)}>did 3 A (90. 4) 

J J 0 


• 472 


攀 



将此式应用到相关函数 ( Q 2 ) wfc 并代人 (90.1) 后，我们得到 

Kex(co) 

-^limRefrc i ^ f - fe -><{Q(^r),Q(0,O)}>d/d^ 

OCOJ fe^0 J J 0 

此公式的左边和右边在 Re 号后都有 0 的函数.此函数当 
o — oo 时趋于零，并且在复变量 o 的上半平面无奇异点.在 o 的 
实轴上从这些函数的实部相等中得出这些函数本身是相等的，因 
而我们得到最终 公式： 

… ( 0 , 0 ) }> dtd^x. 

(90. 5) 

为了得到导热系数的静态值,还应当过渡到0~>0的极限. 

用类似的方法可以变换公式 (88.21), 于是得出粘滞系数的算 
符表达式. 

如果引入总动量流户<^+0^[(88. 9) 中的〜]，那么在 
fc — G 的极限时，除外的一切项的涨落都趋于零，所以在此极限 
下可以用 Ow i ( n ； U 代替相关函数结果我们得出公式 

9(0)( AAm + AnA! - S ik 3i m j + 

= ~[ im [ e i ( “- fc . r > 〈{〜(/， r ), ^ / m (0,0)}> d < d 3 ar . (90. 6) 

w fc^O J J a 

此处 r ) 是动量流密度算符 ( H . Mori , 1958)， 将此等式按两 

对指标〗， &和 《， w 或 f ,丨和 A , m 缩并，我们分别得到相应于 9 S 
或10^7+ 3^的表达式. 

§91. 费米液体的动力学形状因子 

对费米液体不能应用 T ^ O 时的形状因子公式 (87. 4—6), 因 
为推导这些公式时假定只存在元激发谱的声子支 ( o 和 fc 都小).对 
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费米液体也不能应用§§88、89建立的流体动力学涨落理论 :它荽 
求满足的条件是准粒子的自由程)，显然在费米液 体中已 
被破坏.因为 Z 〜在 T —0 时趋于无限，因而计算费米液体的 
形状因子应当使用输运方程. 

此时最好从公式 (86. 17— 20) 入手，这些公式将形状因子与液 

体受某一场 r ) 作用时的广义感应率联系起来.定义 (86.18) 

也可写成按坐标的傅立叶分量 

bn ( co , k ) = — a (6>, k ) lhk , (91.1) 

我们限于的情况.则动力学形状因子根据下式 



^2Mma(co f k) 

lo 


6 )> 0 , 

Cc )<0 


(91.2) 


通过来表征. 

密度的微扰⑼可藉助于输运方程计算，此时式中可以 

忽略碰撞积分（在时).这些计算与§ 4中对零声计算所不 

同的只是对准粒子能量附加了一项 

U ( t 9 r )-= U ok ^ k ' r ~ mi \ 

相应的在微商 de / dr ( 4 . 3) 中附加一项 dUjdr = ikU ， 而在输运方 
程 (4.8) 的左侧附加一项 

ikU^ = ik*vUb(e-e F ). 


输运方程的解有如下形式 

hn(p) = bn uk (p)e Hk 


9 




— ⑻， 


V 


(91.3) 


这是准粒子的动量分布微扰的傅立叶分量.待求的总准粒子数密 
度 （与真实粒子 数密度 一致）的变化，由如下积分给出 


6 荇 (a>,fc ) 二 hn^ k (p) 


2d 3 p 
(2 jt 态） 




2n. An 


參 
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(91. 3) 中定义的函数 /( n ) 与 (4. 9) 中定义的 v ( n ) 不同之处 fc 
于归一化系数.在此这样选取归一化系数，即使公式 ( 91 . 2 ) 取如下 
形式： 


ncr(cj y k) — Im\X(n) 


do 




函数 ％( n ) 本身由下列方程 得到： 

(co — v F k*n)X(n) 4 - v F k - n [F(B)X{n t ) 


do ; 

An 


(91. 4) 


— fc.n 


2p 


ji 2 ft 2 


(91.5) 


此方程的右侧不同于 (4.11) 式. 


方程 (91. 5) 不显含虚量.因此解； T ( n ) 中出现的虚部仅和求 
解过程积分的极点绕法有关.这些围道规则要求从 ^=- oo 开始, 
绝热地给体系施加场 V 〜为此,应当进行 co ^ oy + \0 的频率 


代换 • 

解的具体形式依赖于准粒子相互作用函数的形式.我 
们阐述求解过程，并以最简单的函数 F ^ consbP 。 为例说明解的 
性质. 


在这种情况下，方程 (91. 5) 的解具有下列形式 


X ( n ) = C 




v F k-n — a>—iO f 


(91.6) 


在此 C 是常数.将表达式（ 9 〗. 6 )代回到 （91.5) 以确定 (7, 于是 
给出 


C(l + /) 


2m*p F 


(91. 7) 


这里 


1 = 


k,n r v F 

h 9 Ti f Vp — cj 一 iO 


do f 


被积式仅依赖干 n f 与 k 间的夹角，进行显然的代换后，我们得到 
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1 r l 

/( s )=— 


xdx 

x 一 s 一 iO 



s + 1 
s — 1 


s<Zl.) 

+ J 2’ V (91.8) 

(0, 衣 >1.) 

此处 S = …[积分的虚部可按 (8. 11) 的规则分离出来 ]. 

将 （ 91. 6— 8) 中解出的函数 /(n) 代入 (91. 4 ), 我们得到动力 
学形状因子 

naM) =? 5^ Im i+F%) (91 . 9) 

(A. A ， A6pHKacoB, H. M. XajiaTHHKOB, 1958). 根据 （ 9 1 ， 8 )， 当 

S<1 即所有的 <o<hv, 时 , 此形状因子不为零 . 

如果 F 0 >0, 则在费米液体中可能有以速度《。传播的零声 , M 0 
由方程 (4.15 ) 来确定 

1 += 0 ， Sq = V 

当 S 值接近〜时 , 表达式 (91. 9 ) 取 

T 1 

const • Im - 

5 —— So 

的形式，并且如上所述 ， S = 应当理解为 S + iO . 这意味着在 

cr(co 9 k) 中还有形如 const• &(s — 抑）的 3 函数项，或有 

a(o f h)~con^X*hh{co~huQ') (91. 10) 

这项是费米液体能谱零声分支对形状因子必须提供的贡献；它完 
全类似于声子对玻色液体的形状因子所做的贡献 (87. 4). 

当然，这一项的存在与是否假定 F = const 无关，而且可能具 

♦ 

有零声传播的费米液体的普遍性质.与准粒子相互作用定律有关 
的只是 (91.10) 中的常系数值 . 方程 (91. 5 ) 右侧为零便和零声方 
程一致；因此非齐次方程的解在 coih^n, 处有极点 . 

从方程 (91. 5) 的形式看出，它的解仅以比值的形式依赖 
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于 6>和1 所以动力学形状因子就是此比值的函数.于是静力学 
形状因子 

cr(AO = j a{co, 

将有如下形式 

a(k) = const*k ( 91 , 11 ) 

这意味着在费米液体中（玻色液体中也是如此)，在7 = 0时，密度 
涨落的同时空间相关函数遵守 vO ) 〜 r - 4 规律. 

最后，我们注意到，用 Pd —0 的极限过渡方式，可以从 (91,9) 
得到理想费米气体的动力学形状因子. 


cr(co p h ) = 



7 th 2 nk f 


0<^cd<ihv F . 


此时静力学形状因子 


o ■⑷ 


J 


a ( a >, k ) 


dco 


vl ^ 


o 


2n (2jth) z n 


(与第五卷 § 117 中习题 1 的结果一致). 
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索 引① 

(按汉语拼音次序排列） 

B 

半金属 （ nOJiyMOTaJTJIH ) 317 

变形势 ( XleiopMaqHOHHbi ^ noTeHUHaji ) 333 

玻色激发的衰减 （ 3aTyxaHne B036y2CA©HHft 6o3eecKHx) 166 一 169 

丰卜偿金属 (KowneHcupoBaHHbie MeTajuiu) 317 
不完全顶点 （HenojiHbie BepuiHHbi ) 156 


c 

起导配对波函数 (BojiHOBaa 4 >yHK 4 H« CBepxnpoBOAamax nap) 
206,215,216,222, 277 

起%能隙 (CBepxnpoBOA^maa mejib) 196,208 
超导体中的润线 (BnxpeBbie hhth b CBepxnpOBO^HHKax) 143,241,247 
起流部分和正常部分 (CfiepxTeKyMaji h HopMajibHaa ^ acTH ) 

113, 114,115,202,215 

起流液体中的杂质 （npHMecH b CBepxxeKyMeft xhakocth) 116,117 
重整化常数 (IlepeHopMHpoBOHHaH nocTOHHHaa) 48,105 

传导电子 （ 9jieKTpOHbI npOBO^HMOCTH) 315 

穿透深度 （ r*Jiy6HHa IIpOHHKHOBeHHH) 219,220, 227, 269 

磁活性体 (MarHHToaKTHBHtie Tena) 395 

漏磁 （ MarHHTHH 总 npo6ofl) 296,299,302 

磁矩的涨落 (OjiyKTyaqHH MarHHTHoro MOMeHTa) 372 

磁通量子化 （KfiaHTOBaHHe MarHHTHoro noTOKa) 221 

磁格子 (MarHMTHbie noApeiueTKH) 312 


①本索引是补充而不是重复书中的目录，在目录中未直接反映的术语和概念 
收集在此 . 
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D 


戴逊方程 (ypasHeHne flaftcona) 75 

等离子体的相关修正 （KoppejiflunoHHaH nonpaBKa b njta3Me) 

441,448 

电介质中的电子和空穴 (9jI6KTpOHbl H flblpKH B AHSJieKTpHKe) 
343,344 

电子和空穴的费米面 (SjreKTpoHHbie h ^bipoMHbie OepMH-noBepx- 
hocth) 316 

电子和空穴的轨道 (SjIGKTpOHHHe H ^blpOMHue TpaeKTOpHH) 298 
动力学形状因子 （JtMHaMHUeCKHft (JopM-iaKTOp) 450,453 

E 

额面磁 化系数 （HoMmiajitHan HaMarHHHeHHOCTt) 370 

F 

反常格 林函数 （AHOMajibie (JjyHKUHH rpHHa) 152,205 
反铁磁共振 (AHTHtJjeppOMarHHTHblft p03OHaHC) 391 
费米面 （IIOBepXHOCTH OepMH) 316 

费米面的极值截面 (9KCTpeMajibHbie ce^enuH <I>epMH-noBepxHOCTH) 

328 

费米激发的衰减 （ 9aTyxaHHe (JiepMHeBCKHx BoaCyacfleHHft) 6,7,48, 

104,105,338 

费米液体的稳定性 （ yCTO 总 HHBOCTb 4epMH-^CHAKOCTH) 13,14,89 

G 

骨架图 (CKejieTHan flnarpaMMa) 69, 79 
广义准动量 (KBasHHMnyjibc o6o6meHHbift) 291 
规范不变性 (KajiH6poBOHHan HHsapHaHTHOCTi>) 91,217,224,257, 
290,392 
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H 


海森伯哈密顿量 （「 eft 3 eH6eproBCKMft raMHJibTOHHaH) 375 
回旋质量 (K,HKnoTpoHHaii Macca) 297,328 

j 

极化算符 (IIoji3pH3aqHOHHbift oneparop) 411,445 
激子 （ 9kchtohh) 342,344 

伽利略变换 （rajiMJieeBCKoe npeo6pa30BaHne) 11,93,112 
交换积分 （ 06MeiiHae HHTerpajiM) 375 

金兹堡一朗道参数 （IlapaMeTp rHH36ypra-JTaH^ay) 227,234 
静磁 n 巨 (MarHHTOCTaTHHecKan aHepran) 364 
静力学形找因子 （<J>0pM-(})aKTOp CTaTHHeCKHft) 450 

K 

抗磁畴 （flMaMarHHTHbie AOMeEu) 333 
空间色散 (npocTpaHCTBeHHafl ^HcnepcHfl) 437 
库珀效应 (94>4>eKT Kynepa) 273 

L 

义点 （ A-TOHKa) 115, 137—139 
朗道次能带 （ no^CHbi JlaH^ay) 301 
临界场 （KpMTHHecKoe nojie) 224 

上 l|£ 界场和下 llffi 界 S/ CKpuTii^ecKoe nojie eepxHee h 

HH>KHee) 237 

薄膜 l|S 界场 (KpHTHMecKoe nojie nneHKH) 229 
第三临界场 (TpeTbe KpHTH^ecKoe nojie) 239 
球临界场 (KpHTHMecKoe nojie rnapa) 240 
Luttinger 定理 （TeopeMa JlaxTHHacepa) 316 
临界速度 (KpMTH^eCKaH CKOpOCTb) 143 
伦敦方程 (JIoH^oHOBCKoe ypaBHeHHe) 218 
伦敦情况 (JlOHAOHOBCKHfl CJjy^I3Lpl) 219 
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M 

Meissner 效应 （ 3(})4eKT MeftccHepa) 218 
密度矩陈 （MaTpHua njiOTHOCTH) 39,40, 131 

N 

凝聚淖 (KoH^eHcaT) 124,129,148 
能带 (3HeprerHHecKHe 30Hbi) 280 

一 维情况的能带 (SHepreTHHecKne 3 ohm b o^homgphom 
CJiynae) 285—288 


P 

Pippard 情况 (IlHnnapAOBCKHft CJiyH&Pi) 219 

R 

溶液中的浓度涨落 （OjiyKTyauHH KOHi^eHxpauHH b pacrnopax) 470 


S 


散射幅的重整化 （nepeHopMHpoBKa aMnJiHxy^bi pacceHHHfl) 27 
散射长度 pacceflHHH) 27, 125, 192 
声在金厲中的吸收 （norjioiqemie 3Byjca BMeTajuiax) 341 
顺磁体的磁 f 匕强度 （HaMarHiweHHOCTb napaMarneriiKa) 381 
顺磁体的磁化率 (BocnpHKM^HBocTb riapaMarneTHKa) 379,330 

松原谅符 （ Mauy6apoBCKHe onepaTopu) 183 
Rfi 机流 (CjiynaftHbie noxoKH) 4G2 

T 

铁磁共振 (OeppOMarHHTHMH pe30naHc) 366 
推迟格休函数 （ Sana^uBaiomaH (JjyHKuiia rpnna) 176,377, 178, 
593 
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祸环 (BHxpeBHe KOJibua). 

涡线的振动 (KoJieSaHHH BHxpee ， h) 145 

维克定理 （TeopeMa BHKa) 59,65,67,156,189 
无隙半导体 (Becme^esbie nojiynpoBO 只 hhkh) 353 
无隙起导体 (BecmejieBHe CBepxnpOBOAHHKH) 273 

X 

相关函数的渐近彳 f 为 (AcHMnTOTHKa KOppeJIJIUHOHHOfl iyHKlXUH) 
437,457,459,477 

相互摩擦力 （Cnjia B3amjH0ro xpeHHH) 143 
旋子 (Potohh) 108 

Y 

标势旋转 (IIoTeHUHajibHoe BpameHHe) 139 
有效质量 Macca) 7,8,12,32,116 
液 ® 的表 面张力 (IIoBepxHOCTHoe HaTH^KeHne acn 只 kocth 
rejinH) 116 

原子与金属表面的相互作用 （BaaHMOAencrBHe aTOMOB c 
MerajuiMHecKoft noBepxHOCTbio) 432 

z 

涨落耗散定理 （ O^iyKTyai^HOHno-flHCCHnaTUBHaa xeopeMa) 399 
中子在液体中的散射 （Pacceflime HeftTpoHOB b >khakocth) 453 
质 量算符 （MaccoBMft onepaTop) 68 

纵向和横向介电常数 （npoflOjibHaa h nonepeHHafl npoHHHa 6 mocth) 

438 

准动量 （ KBa3MHMnyJIbC) 281 

义准动量 (06o6meHHbift KBaaHHMnyjibc) 291 
准粒子相互作用函数 (OyHKUHfl B3aHM0AeMCTBaa 
Ki3a3H^acTH4) 9,10,15,32 
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